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Uvod
Početkom 20. stoljeća, generalno gledajući, teorija operatora još uvijek nije bila ra-
zvijena. Izučavali su se samo operatori na konačnodimenzionalnim prostorima. No bez
obzira na to, David Hilbert i Erhard Schmidt, koji je ujedno bio i Hilbertov student, 1907.
godine dali su prvu studiju o Hilbert-Schmidtovim operatorima. Nadalje, razvoj teorije
Hilbert-Schmidtovih operatora istaknuto je vezan i uz Johna von Neumanna, koji je defi-
nirao Hilbert-Schmidtove operatore na Hilbertovim prostorima općenito, a uz Roberta Sc-
hattena zaslužan je i za teoriju operatora s tragom, koji se nerijetko nazivaju i nuklearnim
operatorima. Alexander Grothendieck 1955. godine daje poopćenje definicije operatora s
tragom na Banachove prostore, budući da su do toga trenutka bili definirani samo na Hilber-
tovim prostorima. Za daljnju progresiju teorije zaslužan je, već spomenuti, Robert Schatten
koji šezdesetih godina 20. stoljeća daje još općenitiji pristup nekim klasama operatora iz-
među kojih i Hilbert-Schmidtovim.
Hilbert-Schmidtovi operatori i operatori s tragom, odnosno nuklearni operatori čine važnu
klasu kompaktnih operatora. U ovom radu definirati ćemo Hilbert-Schmidtove operatore i
operatore s tragom, te dati pregled njihovih osnovnih svojstava.
Uvodno krećemo s elementarnim i nužnim definicijama iz linearne algebre, normiranih
prostora te operatora na normiranim prostorima. Naglasak prvog poglavlja stavljamo na
porijeklo operatora s tragom, odnosno na pojam traga operatora na konačnodimenzional-
nom prostoru. Kasnije, činjenice generaliziramo budući da radimo s beskonačnodimen-
zionalnim prostorima. U drugom poglavlju sažeto ponavljamo definicije Banachove al-
gebre. Banachova algebra je prirodni analogon pojmu Banachovog prostora, kada su al-
gebre u pitanju, i odatle je dobila svoj naziv. U sljedećem poglavlju se bavimo kompak-
tnim operatorima. Kompaktni operatori po svojim svojstvima su najsličniji operatorima
na vektorskim prostorima konačne dimenzije. Izložiti ćemo osnovna svojstva kompaktnih
operatora na normiranim prostorima, a posebno ćemo istaknuti kompaktne operatore na
Hilbertovim prostorima. Za kraj ovog poglavlja navodimo neke jednostavne primjere is-
tih. U četvrtom poglavlju uvodimo Hilbert-Schmidtove operatore. Od ovoga trena, proma-
tramo operatore definirane samo na separabilnim beskonačnodimenzionalnim Hilbertovim
prostorima. Dakle, dati ćemo definiciju Hilbert-Schmidtovog operatora i pokazujemo da
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navedena definicija ne ovisi o izboru baze Hilbertovog prostora na kojemu je eventualni
operator definiran. Zatim pokazujemo da je svaki Hilbert-Schmidtov operator kompaktan
operator. Nadalje, uz definiciju Hilbert-Schmidtove norme nekako prirodno definiramo i
prostor Hilbert-Schmidtovih operatora. Na kraju poglavlja navodimo i neka svojstva koja
Hilbert-Schmidtovi operatori posjeduju. U zadnjem poglavlju bavimo se operatorima s tra-
gom, odnosno nuklearnim operatorima. Glavno svojstvo koje takvi operatori posjeduju je
konačnost njihovog traga. Ipak prije nego krenemo dalje, napomenimo još jednom da su
sinonimi 표푝푒푟푎푡표푟 푠 푡푟푎푔표푚 i 푛푢푘푙푒푎푟푛푖 표푝푒푟푎푡표푟 podjednako zastupljeni u literaturi, iz toga
razloga, mi ćemo koristiti oba. Pokazuje se da su i operatori s tragom kompaktni, štoviše
Hilbert-Schmidtovi. Ovdje je interesantno za primijetiti kako su prostori ovih klasa opera-
tora u biti nekomutativni analogoni pripadnih prostora nizova navedenih u radu. Na kraju
ukratko opisujemo neka poopćenja.
Poglavlje 1
Osnovni pojmovi i definicije
1.1 Norma
Pod oznakom polja 픽 podrazumijevati ćemo polje realnih brojeva ℝ ili polje kompleksnih
brojeva ℂ. 푋 je vektorski prostor nad poljem 픽 .
Definicija 1.1.1. Norma na vektorskom prostoru 푋 nad poljem 픽 je preslikavanje
|| ⋅ || ∶ 푋 → ℝ
sa sljedećim svojstvima:
1. ||푥|| ≥ 0,∀푥 ∈ 푋 (pozitivnost);
2. ||푥|| = 0 ⟺ 푥 = 0 (strogost);
3. ||훼푥|| = |훼|||푥||,∀훼 ∈ 퐹 ,∀푥 ∈ 푋 (pozitivna homogenost);
4. ||푥 + 푦|| ≤ ||푥|| + ||푦||,∀푥, 푦 ∈ 푋 (nejednakost trokuta).
Uređeni par (푋, || ⋅ ||) se naziva normirani prostor.
Definicija 1.1.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem 픽 je preslikavanje
⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 푋 ×푋 → 픽
sa sljedećim svojstvima:
1. ⟨푥, 푥⟩ ≥ 0,∀푥 ∈ 푋;
2. ⟨푥, 푥⟩ = 0 ⟺ 푥 = 0;
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3. ⟨훼푥, 푦⟩ = 훼⟨푥, 푦⟩,∀훼 ∈ 픽 ,∀푥, 푦 ∈ 푋;
4. ⟨푥1 + 푥2, 푦⟩ = ⟨푥1, 푦⟩ + ⟨푥2, 푦⟩, ∀푥1, 푥2, 푦 ∈ 푋;
5. ⟨푥, 푦⟩ = ⟨푦, 푥⟩, ∀푥, 푦 ∈ 푋.
Uređen par (푋, ⟨⋅, ⋅⟩) se naziva unitaran prostor.
Teorem 1.1.3. (Cauchy-Schwarz-Buniakowsky) Neka je (푋, ⟨⋅, ⋅⟩) unitaran prostor. Tada
je |⟨푥, 푥⟩|2 ≤ ⟨푥, 푥⟩⟨푦, 푦⟩, (1.1)
za svaki 푥, 푦 ∈ 푋. Jednakost vrijedi ako i samo ako su x i y linearno zavisni.
Napomena 1.1.4. Uz pomoć Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakosti lako se pokazuje
da je na proizvoljnom unitarnom prostoru
(
푋, ⟨⋅, ⋅⟩) formulom ||푥|| = √⟨푥, 푥⟩ zadana
jedna norma. Podrazumijevati ćemo da je svaki unitaran prostor normiran uz ovako nave-
denu normu.
Teorem 1.1.5. (Jordan-von Neumann) Neka je || ⋅ || norma na X. Sljedeća dva svojstva su
međusobno ekvivalentna:
1. jednakost paralelograma: ||푥 + 푦||2 + ||푥 − 푦||2 = 2||푥||2 + 2||푦||2, ∀푥, 푦 ∈ 푋.
2. postoji skalarni produkt ⟨⋅, ⋅⟩ na X tako da je ||푥|| =√⟨푥, 푥⟩,∀푥 ∈ 푋.
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [1].
1.2 Normirani prostori
Definicija 1.2.1. Definiramo vektorski prostor 푐00 svih konačnih nizova
푐00 = {(푥푛)푛∈푁 ∈ 픽 ℕ ∶ ∃푛0 ∈ ℕ tako da je 푥푛 = 0,∀푛 > 푛0}.
Definicija 1.2.2. Definiramo vektorski prostor 푐0 svih konvergentnih nizova u 픽 pri čemu
je limes jednak 0
푐0 = {(푥푛) ∈ 픽 ℕ ∶ ∃ lim푛→∞ 푥푛 푖 lim푛→∞ 푥푛 = 0}. (1.2)
Definicija 1.2.3. Definiramo vektorski prostor 푐 svih konvergentnih nizova u 픽
푐 = {(푥푛) ∈ 픽 ℕ ∶ ∃ lim푛→∞ 푥푛}. (1.3)
Za svaki 푝 ∈ [1,∞] definiramo normirani prostor 푙푝 čiji elementi su nizovi skalara. Opera-
cije zbrajanja i množenja po točkama su dobro definirane u njima.
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Definicija 1.2.4. Za 1 ≤ 푝 <∞ definiramo skup
푙푝 = {(푥푛)푛 ∈ 픽 ℕ ∶
∞∑
푛=1
|푥푛|푝 <∞}. (1.4)
Teorem 1.2.5. 푙푝 s normom ||푥||푝 = (∑∞푛=1 |푥푛|푝) 1푝 je separabilan Banachov prostor s
topološkom bazom (푒푛)푛, gdje je 푒푛 niz čiji je n-ti član jednak 1, dok su ostali članovi jednaki
0.
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [1].
Definicija 1.2.6. Za 푝 = ∞ definiramo skup
푙∞ = {(푥푛)푛 ∈ 픽 ℕ ∶ 푠푢푝{|푥푛| ∶ 푛 ∈ ℕ} < ∞}. (1.5)
Teorem 1.2.7. 푙∞ s normom ||푥||∞ = 푠푢푝{|푥푛| ∶ 푛 ∈ ℕ} je neseparabilan Banachov
prostor.
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [3].
Korolar 1.2.8. Neka su 푝, 푞 ∈ 푅 takvi da je 1 < 푝 < 푞 <∞. Tada vrijedi
푐00 ⊆ 푙1 ⊆ 푙푝 ⊆ 푙푞 ⊆ 푐0 ⊆ 푐 ⊆ 푙∞.
Prostori 푐0 i 푐 su potprostori prostora 푙∞, stoga su i oni normirani prostori s normom ||푥||∞.
Neka je (푋,푀, 휇) prostor mjere, te neka je 푓 kompleksna funkcija na 푋, izmjeriva u od-
nosu na Borelove skupove (u kompleksnom polju promatramo 휎−푎푙푔푒푏푟푢 generiranu svim
otvorenim skupovima).
Definicija 1.2.9. Za 1 ≤ 푝 <∞ definiramo
||푓 ||푝 = (∫푋 |푓 |푝푑휇
) 1
푝 . (1.6)
Budući da poistovjećujemo funkcije koje se razlikuju na skupu mjere nula, imamo sljedeću
definiciju.
Definicija 1.2.10. Za 1 ≤ 푝 <∞ definiramo prostor
퐿푝(푋) = {푓 ∶ 푋 → ℂ ∶ f izmjeriva i ||푓 ||푝 <∞}. (1.7)
Nadalje, za izmjerivu funkciju 푓 definiramo esencijalni supremum.
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Definicija 1.2.11. Za 푝 = ∞ definiramo
||푓 ||∞ = 푖푛푓{푎 ≥ 0 ∶ 휇({푥 ∈ 푋 ∶ |푓 (푥)| > 푎}) = 0}, (1.8)
uz dogovor da je
푖푛푓∅ = ∞. (1.9)
Definicija 1.2.12. Za 푝 = ∞ definiramo prostor
퐿∞(푋) = {푓 ∶ 푋 → ℂ ∶ f izmjeriva i ||푓 ||∞ <∞}. (1.10)
Definicija 1.2.13. Neka su (푋1, || ⋅ ||) i (푋2, || ⋅ ||) normirani prostori nad 픽 . Preslikavanje
휑 ∶ 푋1 → 푋2 je izometričko ako je ||휑(푥)|| = ||푥||, (1.11)
za svaki 푥 ∈ 푋1.
Definicija 1.2.14. Prostori 푋1 i 푋2 su izometrički izomorfni ako postoji linearna bijekcija
휑 ∶ 푋1 → 푋2 koja je izometrija.
Definicija 1.2.15. Prostori푋1 i푋2 su (topološki) izomorfni ako postoji 휑 ∶ 푋1 → 푋2 koja
je linearna bijekcija takva da su 휑 i 휑−1 neprekidne.
1.3 Ograničenost linearnog operatora
Definicija 1.3.1. Neka su푋 i 푌 normirani prostori, 퐿(푋, 푌 ) označava skup svih linearnih
operatora sa 푋 u 푌 . Pišemo
퐿(푋, 푌 ) = {퐴 ∶ 푋 → 푌 ∶ A je linearan operator}. (1.12)
Ukoliko je 푋 = 푌 , tada označavamo 퐿(푋) = 퐿(푋,푋).
Definicija 1.3.2. Linearan operator 퐴 ∶ 푋 → 푌 je ograničen ako postoji푀 > 0 takav da
je ||퐴푥|| ≤푀||푥||, (1.13)
za svaki 푥 ∈ 푋.
Definicija 1.3.3. Neka su 푋 i 푌 normirani prostori, 퐵(푋, 푌 ) označava skup svih ograni-
čenih linearnih operatora sa 푋 u 푌 . Pišemo
퐵(푋, 푌 ) = {퐴 ∈ 퐿(푋, 푌 ) ∶ A je ograničen} ⊆ 퐿(푋, 푌 ). (1.14)
Ukoliko je 푋 = 푌 , tada označavamo 퐵(푋) = 퐵(푋,푋).
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Definicija 1.3.4. Neka je푋 normiran prostor. Skup svih ograničenih linearnih funkcionala
na 푋, 퐵(푋, 픽 ), naziva se dualni prostor prostora X i označava se s 푋 ′ .
Napomena 1.3.5. Prostor svih linearnih funkcionala na 푋 označavamo s 푋∗ = 퐿(푋, 픽 ).
Uočimo da je 퐵(푋, 푌 ) vektorski prostor uz točkovne operacije, te je normiran uz normu||퐴|| = sup{||퐴푥|| ∶ 푥 ∈ 푋, ||푥|| ≤ 1}. Korisno je i spomenuti da je ograničenost
linearnog operatora ekvivalentna neprekidnosti linearnog operatora.
1.4 Konvergencija
Definicija 1.4.1. Neka je 푋 normiran prostor, (푥푛)푛 niz u 푋, 푥 ∈ 푋. Kažemo da:
1. Niz vektora (푥푛)푛 konvergira (jako) k vektoru 푥 ∈ 푋 ako je||푥푛 − 푥||→ 0, (1.15)
pripadna oznaka je 푥푛
푠
←←→ 푥.
2. Niz vektora (푥푛)푛 konvergira slabo k vektoru 푥 ∈ 푋 ako za svaki 푓 ∈ 푋
′ vrijedi
푓 (푥푛)→ 푓 (푥), (1.16)
pripadna oznaka je 푥푛
푤
←←←→ 푥.
3. Niz funkcionala (푓푛)푛 konvergira slabo* k funkcionalu 푓 ∈ 푋
′ ako za svaki 푥 ∈ 푋
vrijedi
푓푛(푥)→ 푓 (푥), (1.17)
pripadna oznaka je 푓푛
푤∗
←←←←←→ 푓 .
Definicija 1.4.2. Neka je (푥푛)푛 niz u normiranom prostoru 푋. Za niz (푥푛)푛 kažemo da je
Cauchyjev ako za svaki 휖 > 0 postoji 푛0 ∈ ℕ takav da 푚, 푛 ≥ 푛0 povlači||푥푚 − 푥푛|| < 휖.
Definicija 1.4.3. Za normiran prostor kažemo da je potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normiran prostor nazivamo i Banachov prostor. Potpun unitaran pros-
tor nazivamo Hilbertov prostor.
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1.5 Operatori na Hilbertovim prostorima
Teorem 1.5.1. Neka su 푋, 푌 Hilbertovi prostori i 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ). Tada postoji jedinstveni
operator 퐴∗ ∈ 퐵(푌 ,푋) takav da je⟨퐴푥, 푦⟩ = ⟨푥,퐴∗푦⟩, (1.18)
za svaki 푥 ∈ 푋 i za svaki 푦 ∈ 푌 . Pritom za sve skalare 훼1, 훼2 i sve operatore 퐴,퐴1, 퐴2 ∈
퐵(푋, 푌 ) vrijedi
(훼1퐴1 + 훼2퐴2)∗ = 훼1퐴∗1 + 훼2퐴
∗
2.
Nadalje, uz prethodno vrijede i činjenice da je (퐴∗)∗ = 퐴, ||퐴∗|| = ||퐴|| i ||퐴∗퐴|| = ||퐴||2.
Ukoliko se operatori 퐴 i 퐵 mogu komponirati, vrijedi i (퐴퐵)∗ = 퐵∗퐴∗.
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [3].
Definicija 1.5.2. Kaže se da je operator 퐴∗ iz prethodnog teorema hermitski adjungiran
operatoru 퐴.
Nadalje, oznaka 푁(퐴) predstavljati će jezgru operatora 퐴, a oznaka 푅(퐴) će predstavljati
sliku operatora 퐴.
Propozicija 1.5.3. Neka su 푋, 푌 Hilbertovi prostori i 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ). Tada je
푁(퐴) = 푅(퐴∗)⊥, 푁(퐴∗) = 푅(퐴)⊥, 푁(퐴∗)⊥ = (푅(퐴)), 푁(퐴)⊥ = (푅(퐴∗)). (1.19)
Korolar 1.5.4. Vrijedi
푋 = 푁(퐴)⊕푅(퐴∗), 푌 = 푁(퐴∗)⊕푅(퐴). (1.20)
Definicija 1.5.5. Neka je H Hilbertov prostor i 퐴 ∈ 퐵(퐻). Operator 퐴 je:
1. hermitski ako je 퐴∗ = 퐴;
2. antihermitski ako je 퐴∗ = −퐴;
3. normalan ako je 퐴∗퐴 = 퐴퐴∗;
4. unitaran ako je 퐴∗퐴 = 퐴퐴∗ = 퐼 .
Teorem 1.5.6. (Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala) Neka je퐻 Hilbertov prostor
i퐻 ′ njegov dual. Za svaki 푓 ∈ 퐻 ′ , postoji jedinstveni 푎 ∈ 퐻 takav da je
푓 (푥) = ⟨푥, 푎⟩, (1.21)
za svaki 푥 ∈ 퐻 .
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [1].
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1.6 Polarna forma
Razmatramo operatore na Hilbertovim prostorima.
Definicija 1.6.1. Neka je H Hilbertov prostor. Za 퐴 ∈ 퐵(퐻) kažemo da je pozitivno
semidefinitan i pišemo 퐴 ≥ 0 ako je A hermitski i ako vrijedi
⟨퐴푥, 푥⟩ ≥ 0, (1.22)
za svaki 푥 ∈ 퐻 . Za 퐴,퐵 ∈ 퐵(퐻) definiramo uređaj s
퐴 ≤ 퐵 ⟺ 퐵 − 퐴 ≥ 0. (1.23)
Primjer pozitivno semidefinitnog operatora je operator퐴∗퐴 gdje je퐴 ∈ 퐵(퐻) proizvoljan.
Teorem 1.6.2. Neka je H Hilbertov prostor i 퐴 ∈ 퐵(퐻), 퐴 ≥ 0. Tada postoji jedinstveni
operator 퐵 ∈ 퐵(퐻) takav da je 퐵 ≥ 0 i 퐵2 = 퐴. Ako za operator 퐶 ∈ 퐵(퐻) vrijedi
퐴퐶 = 퐶퐴 onda je i 퐵퐶 = 퐶퐵.
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [3].
Definicija 1.6.3. Ne su H i K Hilbertovi prostori. Kažemo da je operator 푉 ∈ 퐵(퐻,퐾)
parcijalna izometrija ako je 푉 |(퐾푒푟푉 )⊥ izometrija.
Teorem 1.6.4. (Polarna forma) Neka su H i K Hilbertovi prostori i 퐴 ∈ 퐵(퐻,퐾). Tada
postoje parcijalna izometrija 푉 ∈ 퐵(퐻,퐾) i pozitivno semidefinitan operator 푇 ∈ 퐵(퐻)
takvi da je A=VT. Posebno, ako je H=K i operator A normalan onda se V može izabrati
kao unitaran operator.
Dokaz. Primijetimo da je 퐴∗퐴 ≥ 0 i stavimo 푇 =√퐴∗퐴. Sljedeće što imamo je
||퐴푥||2 = ⟨퐴푥,퐴푥⟩ = ⟨퐴∗퐴푥, 푥⟩
= ⟨푇 2푥, 푥⟩ = ⟨푇푥, 푇 푥⟩
= ||푇푥||2,
odakle slijedi 푁(퐴) = 푁(푇 ). Definirajmo preslikavanje 푉1 ∶ 푅(푇 ) → 푅(퐴) formulom
푉1(푇푥) = 퐴푥. Ako je 푇푥 = 푇 푦, slijedi da je 푥 − 푦 ∈ 푁(푇 ) = 푁(퐴), pa je i 퐴푥 = 퐴푦.Dakle 푉1 je dobro definirano. Također, 푉1 je linearno preslikavanje i vrijedi푅(푉1) = 푅(퐴).Nadalje, za 푇푥 ∈ 푅(푇 ) imamo
⟨푉1(푇푥), 푉1(푇푥)⟩ = ⟨퐴푥,퐴푥⟩ = ⟨퐴∗퐴푥, 푥⟩
= ⟨푇 2푥, 푥⟩ = ⟨푇푥, 푇 푥⟩,
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što pokazuje da je 푉1 izometrija. Zato se 푉1može proširiti do izometrije 푉2 ∶ 푅(푇 )→ 푅(퐴).
Nadalje, uočimo da je퐻 = 푁(푇 )⊕푅(푇 ) i označimo s 푃 ∈ 퐵(퐻) ortogonalni projektor na
푅(푇 ). Stavimo da je 푉 = 푉2푃 . Tada je operator 푉 parcijalna izometrija i vrijedi 퐴 = 푉 푇jer se operatori 퐴 i 푉 푇 podudaraju i u jezgri i u slici operatora 푇 , a zbog neprekidnosti i na
푅(푇 ). Ako je 퐴 ∈ 퐵(퐻) normalan operator, onda iz 퐴∗퐴 = 퐴퐴∗ slijedi ||퐴푥|| = ||퐴∗푥||,
∀푥 ∈ 퐻 . Zato je푁(퐴)∗ = 푁(퐴) = 푁(푇 ) i 푅(퐴) = (푁(퐴)∗)⊥ = 푁(푇 )⊥ = 푅(푇 ). U ovom
slučaju 푉2 se karakterizira kao unitaran operator na 푅(푇 ). Ako definiramo U kao operator
koji na 푅(푇 ) djeluje kao 푉2, a na 푁(푇 ) kao identitet onda je 푈 unitaran operator i vrijedi
퐴 = 푈푇 .
Napomena 1.6.5. U drugom dijelu prethodnog dokaza moguće je uzeti da 푉 djeluje kao
identitet na 푁(푇 ) jer je 푁(퐴∗) = 푁(퐴) = 푁(푇 ), čak bi se mogao uzeti i proizvoljan
unitaran operator na 푁(푇 ). U prvom dijelu dokaza, kada je 퐴 bio proizvoljan operator
korespodentni prostori su 푁(푇 ) i 푁(퐴∗), a oni nisu nužno jednakih dimenzija, te među
njima ne mora postojati unitaran operator.
Napomena 1.6.6. Svaki ograničen operator 퐴 ∈ 퐵(퐻,퐾) dopušta i prikaz oblika
퐴 = 푇1푉1
gdje je 푉1 parcijalna izometrija i 푇1 ≥ 0. To je posljedica prethodnog teorema primijenje-
nog na operator 퐴∗, pri čemu je potrebno hermitski adjungirati jednakost
퐴∗ = 푉 푇 ,
odnosno uzeti 푇1 = 푇 i 푉1 = 푉 ∗.
1.7 Trag
Definicija 1.7.1. Trag matrice 퐴 = [훼푖푗] ∈ 푀푛, u oznaci 푡푟(퐴), definiramo kao zbroj
njezinih dijagonalnih elemenata
푡푟(퐴) =
푛∑
푖=1
훼푖푖. (1.24)
Napomena 1.7.2. Također, pokazuje se da je trag matrice jednak zbroju njezinih svojstve-
nih vrijednosti.
Propozicija 1.7.3. Preslikavanje 퐴→ 푡푟(퐴) je linearan funkcional na prostoru푀푛.
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Definicija 1.7.4. Neka je 퐴 ∈ 퐿(푋). Trag operatora 퐴 definiramo kao
푡푟퐴 = 푡푟[퐴]퐸퐸 ,
gdje je 퐸 = {푒1, ..., 푒푛} bilo koja baza prostora 푋, dok oznaka [퐴]퐸퐸 predstavlja matrični
zapis operatora 퐴 u paru baza (퐸,퐸).
Nadalje, neka je푋 unitaran prostor s ortonormiranom bazom 퐸 = {푒1, ..., 푒푛} i 퐴 ∈ 퐿(푋).Kako je svaki linearni operator jednoznačno zadan svojim djelovanjem na bazi 퐸
퐴푒푗 =
푛∑
푖=1
훼푖푗푒푖, 푗 = 1, ..., 푛,
onda je linearni operator 퐴 jednoznačno zadan skalarima 훼푖푗 ∈ ℂ, to jest matricom
퐴 = [훼푖푗] ∈푀푛, 푖, 푗 = 1, ..., 푛.
Stoga, trag operatora sada možemo naprosto izračunati sumiranjem dijagonalnih elemenata
matrice 퐴 = [훼푖푗] kao u (1.24). Nadalje, budući da smo u unitarnom prostoru s ortonormi-ranom bazom, pomnožimo relaciju
퐴푒푗 =
푛∑
푖=1
훼푖푗푒푖
skalarno s 푒푗 , to jest
퐴푒푗 =
푛∑
푖=1
훼푖푗푒푖
/
⋅ 푒푗
⟩
,
rezultat koji dobijemo je ⟨퐴푒푗 , 푒푗⟩ = 훼푗푗 .
Dakle, trag operatora je zapravo
푡푟(퐴) =
푛∑
푖=1
훼푖푖 =
푛∑
푖=1
⟨퐴푒푖, 푒푖⟩. (1.25)
Lema 1.7.5. Trag operatora 퐴 na konačnodimenzionalnom prostoru X ne ovisi o bazi ak-
tualnog prostora. Ako su A i B bilo koja dva operatora iz X, vrijedi 푡푟(퐴퐵) = 푡푟(퐵퐴).
Napomena 1.7.6. Transponirana matrica 퐴 je matrica 퐴푇 koja je definirana sa [퐴푇 ]푖푗 =
퐴푗푖. Dakle, ako je 퐴 tipa 푚 × 푛 tada je 퐴푇 tipa 푛 × 푚.
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Svojstva traga:
1. 푡푟(퐴 + 퐵) = 푡푟(퐴) + 푡푟(퐵),∀퐴,퐵 ∈푀푛;
2. 푡푟(훼퐴) = 훼푡푟(퐴),∀훼 ∈ 퐹 ,∀퐴,퐵 ∈푀푛;
3. 푡푟(퐴) = 푡푟(퐴푇 );
4. 푡푟(퐴푇퐵) = 푡푟(퐴퐵푇 ) = 푡푟(퐵푇퐴) = 푡푟(퐵퐴푇 ),∀퐴,퐵 ∈푀푛.
Za razliku od konačnodimenzionalnog prostora gdje je trag uvijek definiran, u beskonač-
nodimenzionalnim prostorima to ne mora biti slučaj.
1.8 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori
Promatramo kompleksne matrice reda n (푀푛(ℂ)).
Definicija 1.8.1. Neka je A kvadratna matrica reda n. Za broj 휆 ∈ ℂ kažemo da je vlastita
ili svojstvena vrijednost matrice A, a za vektor 푥 ≠ 0 kažemo da je vlastiti ili svojstveni
vektor matrice A, ako vrijedi
퐴푥 = 휆푥. (1.26)
Definicija 1.8.2. Neka je A kvadratna matrica reda n. Polinom
푝(휆) = 푑푒푡(퐴 − 휆퐼)
zove se karakteristični polinom matrice A.
Napomena 1.8.3. Nultočke polinoma su svojstvene vrijednosti matrice A. Stupanj polinoma
푝(휆) je n, a vodeći član mu je 푝(휆) je (−1)푛휆푛.
Definicija 1.8.4. Karakteristična jednadžba za A je 푝(휆) = 0.
Napomena 1.8.5. Skup svih različitih svojstvenih vrijednosti označavamo sa 휎(퐴).
Propozicija 1.8.6. Neka je 휆 svojstvena vrijednost matrice A. Tada je skup 푁(퐴 − 휆퐼) =
{푥 ∶ (퐴 − 휆퐼)푥 = 0} svojstveni prostor matrice A.
Napomena 1.8.7. Skup {푥 ≠ 0 ∶ 푥 ∈ 푁(퐴 − 휆퐼)} sadrži svojstvene vektore pridružene
svojstvenoj vrijednosti 휆.
Lema 1.8.8. 휆 ∈ 휎(퐴) ⟺ 퐴 − 휆퐼 je singularna ⟺ 푑푒푡(퐴 − 휆퐼) = 0.
Poglavlje 2
Banachove algebre
2.1 Algebra
Definicija 2.1.1. Algebra, (odnosno asocijativna algebra) je vektorski prostor픸 nad poljem
픽 opskrbljen operacijom množenja ⋅ ∶ 픸 ×픸 → 픸 koja ima sljedeća svojstva:
1. 푎(푏푐) = (푎푏)푐,∀푎, 푏, 푐 ∈ 픸, (asocijativnost);
2. (휆푎)푏 = 푎(휆푏) = 휆(푎푏),∀푎, 푏 ∈ 픸,∀휆 ∈ 픽 , (kvaziasocijativnosti);
3. 푎(푏 + 푐) = 푎푏 + 푎푐, (푎 + 푏)푐 = 푎푐 + 푏푐,∀푎, 푏, 푐 ∈ 픸, (distributivnosti).
Algebra je komutativna ukoliko vrijedi i 푎푏 = 푏푐, za svaki 푎, 푏 ∈ 픸. Kaže se da je 픸
algebra s jedinicom ako postoji 푒 ∈ 픸 sa svojstvom 푎푒 = 푒푎 = 푎, za svaki 푎 ∈ 픸. Također,
neprazan podskup 픹 ⊆ 픸 naziva se podalgebra od 픸 ako je i 픹 algebra s operacijama
naslijeđenim iz 픸.
Definicija 2.1.2. Homomorfizam algebri 픸ퟙ i 픸ퟚ je linearno preslikavanje 휑 ∶ 픸ퟙ → 픸ퟚ
ukoliko vrijedi 휑(푎푏) = 휑(푎)휑(푏), za svaki 푎, 푏 ∈ 픸ퟙ. Ako je preslikavanje 휑 bijekcija onda
to preslikavanje nazivamo izomorfizam algebri.
2.2 Banachova algebra
Definicija 2.2.1. Normirana algebra je algebra 픸 koja je normirani vektorski prostor s
normom koja zadovoljava:
1. ||푎푏|| ≤ ||푎|| ||푏||,∀푎, 푏 ∈ 픸;
2. ||푒|| = 1 ukoliko je e jedinica u 픸.
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Za normiranu algebru 픸 kažemo da je Banachova algebra ukoliko je 픸 Banachov prostor.
Propozicija 2.2.2. Množenje na normiranoj algebri je neprekidno preslikavanje.
Dokaz. Pokazati će se da je množenje čak i uniformno neprekidno na ograničenim skupo-
vima. Promotrimo픸×픸 s normom ||(푎, 푏)|| = 푚푎푥{||푎||, ||푏||}. Neka je푚푎푥{||푎||, ||푏||} ≤
푀 i 휖 > 0. Odaberimo 훿 = 푚푖푛
{
1, 휖
2푀+1
}
. Ukoliko su 푥, 푦 ∈ 픸 takvi da je ||푥− 푎|| < 훿 i||푦 − 푏|| < 훿 onda je
||푥푦 − 푎푏|| = ||(푥 − 푎)(푦 − 푏) + 푎푦 + 푥푏 − 푎푏 − 푎푏||
≤ ||푥 − 푎|| ||푦 − 푏|| + ||푎|| ||푦 − 푏|| + ||푥 − 푎|| ||푏||
< 훿2 + 2푀훿 < 훿 + 2푀훿
= (2푀 + 1)훿 < 휖.
Ako je 픸 algebra s jedinicom, oznaka 퐺(픸) predstavlja grupu regularnih elemenata u 픸.
Element 푎 nazivamo regularnim ako postoji 푏 ∈ 픸 takav da vrijedi 푎푏 = 푏푎 = 푒. Lako se
pokaže da broj takvih elemenata je najviše jedan i naziva se inverz od 푎, označavamo ga s
푎−1. Za regularnost elementa 푎 nije dovoljno postojanje elementa 푏 takvog da vrijedi samo
jedna od jednakosti 푎푏 = 푒 ili 푏푎 = 푒. Jednostavan kontraprimjer je operator jednostranog
pomaka 푆 na Hilbertovom prostoru 푙2. Za njega vrijedi 푆∗푆 = 퐼 ali 푆푆∗ ≠ 퐼 .
Propozicija 2.2.3. Neka je 픸 normirana algebra s jedinicom. Tada je preslikavanje 푎 ↦
푎−1 neprekidna bijekcija na 퐺(픸).
Dokaz. 퐺(픸) trenutno shvaćamo kao metrički prostor s metrikom 푑(푎, 푏) = ||푎−푏||. Neka
je 푎 ∈ 퐺(픸), te uzmimo 푥 ∈ 퐺(픸) tako da je ||푥 − 푎|| < 1
2||푎−1|| . Vrijedi sljedeće||푥−1|| − ||푎−1|| ≤ ||푥−1 − 푎−1|| = ||푥−1(푥 − 푎)푎−1||
≤ ||푥−1|| ||푥 − 푎|| ||푎−1|| < 1
2
||푥−1||.
Nakon sređivanja dobivamo da je ||푥−1|| < 2||푎−1||, zatim vratimo to u naš račun iznad.
Dobivamo da je ||푥−1 − 푎−1|| < 2||푎−1||2||푥 − 푎||.
Definicija 2.2.4. Neka je 픸 normirana algebra i 푥 ∈ 픸. Spektralni radijus elementa x je
broj
휈(푥) = 푖푛푓{||푥푛|| 1푛 ; 푛 ∈ ℕ}. (2.1)
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Definicija 2.2.5. Za 푎 ∈ 픸 skup
휎(푎) = {휆 ∈ ℂ; 휆푒 − 푎 ∉ 퐺(퐴)} (2.2)
nazivamo spektar od a. Skup
휌(푎) = ℂ ⧵ 휎(푎) (2.3)
nazivamo rezolventni skup od a.
Teorem 2.2.6. Neka je 픸 kompleksna Banachova algebra s jedinicom i 푎 ∈ 픸. Tada je
휎(푎) je neprazan i kompaktan skup te vrijedi
핧(푎) = 푚푎푥{|휆|; 휆 ∈ 휎(푎)}. (2.4)
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [3].
Definicija 2.2.7. Neka je X Banachov prostor i 퐴 ∈ 퐵(푋).
1. Točkovni spektar operatora A je skup
휎푝(퐴) = {휆 ∈ ℂ; 휆퐼 − 퐴 nije injekcija} = {휆 ∈ ℂ;푁(휆퐼 − 퐴) ≠ {0}}.
2. Rezidualni spektar operatora A je skup
휎푟(퐴) = {휆 ∈ ℂ; 휆퐼 − 퐴 je injekcija, 푅(휆퐼 − 퐴) ≠ 푋}.
3. Kontinuirani spektar operatora A je skup
휎푐(퐴) = {휆 ∈ ℂ; 휆퐼 − 퐴 je injekcija, 푅(휆퐼 − 퐴) ≠ 푋,푅(휆퐼 − 퐴) = 푋}.
2.3 Ideal
Definicija 2.3.1. Lijevi ideal u algebri 픸 je potprostor 핃 od 픸 (핃 ≠ 픸) takav da vrijedi
푎 ∈ 픸, 푥 ∈ 핃⇒ 푎푥 ∈ 핃.
Desni ideal u algebri 픸 je potprostor 푅 od 픸 (푅 ≠ 픸) takav da vrijedi
푎 ∈ 픸, 푥 ∈ 푅⇒ 푥푎 ∈ 푅.
Bilo da se radi o lijevom ili desnom idealu, svaki predstavlja podalgebru.
Definicija 2.3.2. Obostrani ideal u algebri 픸 je potprostor 핀 od 픸 (핀 ≠ 픸) ako je i lijevi i
desni ideal.
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2.4 Primjeri algebri
Klasični primjeri algebri su푀푛, 퐿(푉 ), gdje je 푉 vektorski prostor, 퐵(푋), gdje je 푋 nor-mirani prostor. Sve navedene algebre imaju jedinicu. Jedinica u algerbi je jedinstvena, pod
pretpostavkom da postoji. Podalgebra algebre s jedinicom ne mora sadržavati jedinicu vlas-
tite nadalgebre. Dakle, podalgebra može sadržavati svoju vlastitu jedinicu.
Svaka normirana algebra s jedinicom je netrivijalna. Ako 픸 ima jedinicu, čim 픸 ≠ {0},
nužno je 푒 ≠ 0. Tada, ako je || ⋅ || neka submultiplikativna norma na 픸, imamo ||푒|| ≠ 0 i
onda tu originalnu normu na퐴možemo modificirati tako da u novodobivenoj normi vrijedi
i |푒|| = 1. Jedan primjer komutativne Banachove algebre je algebra neprekidnih kompleks-
nih funkcija (퐶(퐾), || ⋅||∞) definiranih na kompaktnom prostoru퐾 . Ukoliko je푋 normiranprostor, uobičajeno je algebru 퐵(푋) promatrati s operatorskom normom. Ako je푋 Banac-
hov prostor, onda 퐵(푋) predstavlja nekomutativnu Banachovu algebru s jedinicom.
Poglavlje 3
Kompaktni operatori
3.1 Separabilnost
Definicija 3.1.1. Neka je 푋 normiran prosor i 푆 ∈ 푋. Kažemo da je 푆 gust u 푋 ako za
svaki 휖 > 0 i za svaki 푥 ∈ 푋, postoji 푠 ∈ 푆 takav da je
||푥 − 푠|| < 휖, (3.1)
odnosno ako je 푆 = 푋, pri čemu oznaka 푆 predstavlja zatvarač, tj. zatvorenje skupa 푆.
Definicija 3.1.2. Prostor 푋 je separabilan ako postoji prebrojiv gust podskup od 푋.
Teorem 3.1.3. Hilbertov prostor 퐻 je separabilan ako i samo ako sadrži prebrojivi orto-
normirani skup.
Dokaz. Dokaz teorema se može naći u [4].
Napomena 3.1.4. Ukoliko je 퐻 separabilan Hilbertov prostor, 퐺푟푎푚 − 푆푐ℎ푚푖푑푡 proce-
durom možemo konstruirati ortonormiranu bazu za퐻 koristeći prebrojiv gust skup.
3.2 Relativna kompaktnost
Definicija 3.2.1. Neka je 푋 normirani prostor. Kažemo da je skup 푆 ⊆ 푋 kompaktan ako
svaki niz u 푆 ima konvergentan podniz čiji limes je također u 푆.
Prije uvođenja pojma kompaktnog operatora, napomenimo da se skup푆 u topološkom pros-
toru푋 naziva relativno kompaktnim (prekompaktan) ako je zatvarač 푆 kompaktan. U sva-
kom normiranom prostoru 푋 za 푆 ⊆ 푋 ekvivalentno je sljedeće:
1. 푆 je relativno kompaktan skup.
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2. Svaki niz elemenata iz 푆 ima podniz koji konvergira u 푋.
Ako je 푋 potpun, uz prethodno sljedeća dva uvjeta su također ekvivalentna:
1. Svaki niz elemenata iz 푆 ima Cauchyjev podniz.
2. Za svaki 휖 postoje 푥1, ..., 푥푚 ∈ 푆, 푚 ∈ ℕ, takvi da je 푆 ⊆ ⋃푚푖=1퐾(푥푖, 휖). Drugimriječima kažemo da za svaki 휖 > 0 skup S ima konačnu 휖-mrežu.
Propozicija 3.2.2. Kompaktan podskup normiranog prostora je zatvoren i ograničen, po-
sebno, relativna kompaktnost skupa također povlači ograničenost.
Primjenom Rieszove leme u sljedećem teoremu dobivamo da obrat prethodne propozicije
ne vrijedi uvijek!
Lema 3.2.3. (Frigyes Riesz) Neka je푋 normiran prostor i푀 pravi zatvoren potprostor od
푋. Za svaki 휖 > 0 postoji 푥 ∈ 푋 takav da je ||푥|| = 1 i ||푥− 푦|| > 1 − 휖, za svaki 푦 ∈푀 .
Za konačnodimenzionalan prostor푀 vrijedi ||푥 − 푦|| ≥ 1, za svaki 푦 ∈푀 .
Teorem 3.2.4. Neka je 퐾(0, 1) = {푥 ∈ 푋 ∶ ||푥|| ≤ 1} zatvorena kugla u normiranom
prostoru 푋. Ako je 퐾(0, 1) kompaktan podskup u 푋 tada normiran prostor 푋 mora biti
konačnodimenzionalan.
Dokaz. Pretpostavimo da je 퐾(0, 1) kompaktan podskup u 푋 i da je 푋 beskonačnodimen-
zionalan prostor. Neka je 푥1 ∈ 푋, ||푥1|| = 1 i 푋1 = 푠푝푎푛{푥1}. 푋1 je pravi i zatvorenpotprostor u 푋. Na osnovu prethodne leme postoji 푥2 ∈ 푋, ||푥2|| = 1 i 푑(푥2, 푋1) > 12 .
Tada je i ||푥2 − 푥1|| > 12 . Neka je 푋2 = 푠푝푎푛{푥1, 푥2}. 푋2 je pravi i zatvoren potprostor u
푋. Takodjer na temelju prethodne leme postoji 푥3 ∈ 푋, ||푥3|| = 1 i 푑(푥3, 푋2) > 12 . Primi-
jetimo, ||푥3 − 푥1|| > 12 i ||푥3 − 푥2|| > 12 . Kombinirajući matematičku indukciju i Rieszovulemu zaključujemo da postoji niz konačnodimenzionalnih prostora (푋푛)푛 u 푋 i niz (푥푛)푛 iz
푋 tako da je 푋1 ⊊ 푋2 ⊊ ... ⊊ 푋푛 ∈ 푋푛, ||푥푛|| = 1 i 푑(푥푛 + 1, 푋푛) > 12 , 푛 = 1, 2, .... Slijedi||푥푛 − 푥푚|| > 12 za 푚 ≠ 푛, što znači da niz (푥푛)푛 nema ni jedan konvergentan podniz. Tada
퐾(0, 1) ne može biti kompaktan podskup u 푋, što je kontradikcija sa pretpostavkom.
3.3 Kompaktni operatori
Kompaktne operatore, u intuitivnom smislu, možemo smjestiti „između” operatora na ko-
načnodimenzionalnim prostorima i općih ograničenih operatora na beskonačnodimenzi-
onalnim prostorima. Postoji više ekvivalentnih definicija kompaktnog operatora, u ovome
radu će biti spomenute samo neke od njih.
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Definicija 3.3.1. Neka su푋 i 푌 normirani prostori. Linearan operator퐴 ∶ 푋 → 푌 je kom-
paktan (potpuno neprekidan) ako je 퐴(퐾(0, 1)) = {퐴푥 ∶ ||푥|| ≤ 1} relativno kompaktan
skup u 푌 .
Napomena 3.3.2. Kao što je već rečeno, kompaktne operatore možemo definirati i na neke
druge ekvivalentne načine (na primjer, vidjeti teorem 3.3.6).
Skup svih kompaktnih operatora s 푋 u 푌 označavamo s 퐾(푋, 푌 ). Za 푋 = 푌 , pišemo
퐾(푋). Budući da relativna kompaktnost povlači ograničenost, svaki kompaktan operator
je ograničen. Zato je 퐾(푋, 푌 ) ⊆ 퐵(푋, 푌 )(⊆ 퐿(푋, 푌 )). U slučaju beskonačne dimenzije
domenskog prostora inkluzija je striktna jer očito operator 퐼 nije u skupu퐾(푋) što možemo
vidjeti iz sljedeće propozicije.
Propozicija 3.3.3. Neka je 푋 beskonačnodimenzionalan normiran prostor i 퐼 ∈ 퐵(푋)
operator identiteta. Operator 퐼 je ograničen ali nije kompaktan.
Dokaz. Neka je 퐾(0, 1) = {푥 ∈ 푋 ∶ ||푥|| ≤ 1}. Tada je 퐾(0, 1) ograničen podskup u 푋,
i 퐼(퐾(0, 1)) = 퐾(0, 1) nije relativno kompaktan podskup u 푋. Jedinični operator prostora
푋 je kompaktan ako i samo ako je 푑푖푚(푋) <∞.
Teorem 3.3.4. Za normirane prostore 푋 i 푌 , te 퐴 ∈ 퐿(푋, 푌 ). Vrijedi sljedeće:
1. 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) i 푑푖푚(퐴(푋)) <∞ ⇒ 퐴 ∈ 퐾(푋, 푌 ).
2. 푑푖푚(푋) <∞⇒ 퐴 ∈ 퐾(푋, 푌 ).
Dokaz.
1. Neka je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ), 푑푖푚(퐴(푋)) < ∞ i 푆 ograničen podskup u 푋. Znamo da
je operator 퐴 ograničen ako i samo ako je 퐴(푆) ograničen podskup u 푌 za svaki
ograničen podskup 푆 u 푋. Stoga je 퐴(푆) ograničen i zatvoren podskup u 푌 . Bu-
dući da je svaki konačnodimenzionalan prostor zatvoren, a naš slučaj je upravo takav,
푑푖푚(퐴(푋)) <∞, slijedi da je퐴(푋) zatvoren u 푌 , dakle,퐴(푆) je kompaktan podskup
u 퐴(푋).
2. Budući da je 푋 konačnodimenzionalan, vrijedi 퐵(푋, 푌 ) = 퐿(푋, 푌 ), uz prethodno,
tvrdnja je dokazana.
Definicija 3.3.5. Neka je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) takav da je 푑푖푚(푅(퐴)) < ∞ , tada za isti kažemo
da je konačnog ranga, a skup takvih operatora označavamo s 퐹 (푋, 푌 ).
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Teorem 3.3.6. Neka su푋, 푌 normirani prostori i 퐴 ∈ 퐿(푋, 푌 ). Operator 퐴 je kompaktan
ako i samo ako slika svakog ograničenog niza iz 푋 posjeduje konvergentan podniz.
Dokaz. Neka je 퐴 kompaktan operator i (푥푛)푛 ograničen niz iz 푋. Kako je
푆 = {푥푛 ∶ 푛 = 1, 2, 3, ..}
ograničen podskup u푋, to je퐴(푆) relativno kompaktan podskup u 푌 . Slijedi da niz (퐴푥푛)푛konvergentan podniz.
Obrat, pretpostavimo da niz (퐴푥푛)푛 ima konvergentan podniz za svaki ograničeni niz (푥푛)푛iz 푋. Ako je 푆 ograničen podskup u 푋 i (푦푛)푛 niz iz 퐴(푆), tada postoji niz (푥푛)푛 u 푆 takavda je
퐴푥푛 = 푦푛, ∀푛 ∈ ℕ.
Dakle, prema tome niz (푦푛)푛 posjeduje konvergentan podniz.
Propozicija 3.3.7. Kompaktni operatori slabo konvergentne nizove prevode u jako konver-
gentne nizove.
Dokaz. Neka 푥푛
푤
→ 푥0. Po definiciji je 푓 (푥푛) → 푓 (푥0), ∀푓 ∈ 푋 ′ . Neka je 퐴 ∈ 퐾(푋). Bu-
dući da 푥푛
푤
→ 푥0, slijedi da je niz (푥푛)푛 ograničen pa je (퐴푥푛)푛 relativno kompaktan. Dakle,postoji konvergentan podniz (퐴푥푛푘)푘 niza (퐴푥푛)푛. Neka 퐴푥푛푘 → 푦0, no pretpostavimo da
퐴푥푛 ̸→ 푦0. Tada postoji 휖 > 0 i podniz (퐴푛푘푙 )푙 takav da ||퐴푛푘푙 − 푦0|| ≥ 휖, ∀푙. No, tada iz
푥푛푙
푤
→ 푥0 kao i prije zaključujemo da postoji podniz (푥푛푙푟 )푟 niza (푥푛푙)푙 takav da 퐴푥푛푙푟 → 푦0što je u kontradikciji sa pretpostavkom.
Jer 푥푛
푤
→ 푥0, onda 푓 (푥푛) → 푓 (푥0), ∀푓 ∈ 푋 ′ , pa posebno i za 푓◦퐴 vrijedi (푓◦퐴)푥푛 →
(푓◦퐴)푥0, odnosno 푓 (퐴푥푛) → 푓 (퐴푥0), ∀푓 ∈ 푋 ′ . Dakle, 퐴푥푛
푤
→ 퐴푥0. Ipak, 퐴푥푛
푠
→ 푦0 pa
onda i 퐴푥푛
푤
→ 푦0. Zbog jedinstvenosti slabog limesa slijedi 푦0 = 퐴푥0.
Ukoliko su prostori Hilbertovi, vrijedi i obrat. Dakle, ako su 퐻 , 퐾 Hilbertovi i 퐴 ∈
퐵(퐻,퐾) takav da djelovanjem na slabo konvergentne nizove po prostoru퐻 kao posljedicu
dobijemo jako konvergentne, onda je 퐴 kompaktan. Zapravo, to je posljedica činjenice da
svaki ograničeni niz u Hilbertovom prostoru ima slabo konvergentan podniz.
Propozicija 3.3.8. Neka je X normiran, a Y Banachov prostor. Tada je K(X,Y) zatvoren u
B(X,Y).
Dokaz. Uzmimo niz (퐴푛)푛 u K(X,Y) takav da za neki 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) vrijedi 퐴 = lim푛→∞퐴푛.Neka je 휖 > 0 proizvoljan i neka je 푛 ∈ ℕ takav da vrijedi ||퐴−퐴푛|| < 휖3 . Budući da je 퐴푛
kompaktan operator, tada posljedično slijedi da je skup 퐴푛(퐾(0, 1)) relativno kompaktan.
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Neka je {퐴푛푥1, ..., 퐴푛푥푚} neka njegova 휖3 -mreža. Tvrdimo da je {퐴푥1, ..., 퐴푥푚} jedna 휖-
mreža skupa 퐴푛(퐾(0, 1)). Dakle, za proizvoljan 푥 ∈ 푋, takav da je ||푥|| ≥ 1, nađemo 푗 zakoji je ||퐴푛푥 − 퐴푛푥푗|| < 휖3 , no tada je||퐴푥 − 퐴푥푗|| ≤ ||퐴푥 − 퐴푛푥|| + ||퐴푛푥 − 퐴푛푥푗|| + ||퐴푛푥푗 − 퐴푥푗|| < 휖.
Teorem 3.3.9. Neka je X Banachov prostor. Tada je 퐹 (푋) obostrani ideal u Banachovoj
algebri 퐵(푋).
Dokaz. Ukoliko je 퐴 ∈ 퐹 (푋) i 푇 ∈ 퐵(푋), tada je 퐴푇 ∈ 퐵(푋) i vrijedi
퐴(푇 (푋)) ⊆ 퐴(푋),
pri čemu je 퐴(푋) konačnodimenzionalan, pa je 퐴푇 ∈ 퐹 (푋). 푇퐴 ∈ 퐵(푋) i 푇 (퐴(푋)) je
slika konačnodimenzionalnog prostora, dakle 푇퐴 ∈ 퐹 (푋).
Napomena 3.3.10. Ako je퐴 ∈ 퐹 (푋, 푌 ), tada je퐴 ∈ 퐾(푋, 푌 ), to jest퐹 (푋, 푌 ) ⊆ 퐾(푋, 푌 ).
Tvrdnja trivijalno slijedi iz činjenice da je u konačnodimenzionalnom prostoru skup kom-
paktan ako i samo ako je zatvoren i ograničen. Uz konačnost ranga nužno je pretpostaviti
i ograničenost operatora, jer na primjer linearni funkcionali mogu biti neograničeni.
Teorem 3.3.11. Neka je X Banachov prostor. Tada je je K(X) obostrani ideal u Banachovoj
algebri B(X).
Dokaz. Neka je퐾 ∈ 퐾(푋) i 푇 ∈ 퐵(푋). Ako je (푥푛)푛 ograničen niz u푋, onda je ||푇푥푛|| ≤||푇 || ||푥푛||, odnosno i niz 푇푥푛 je ograničen u 푋. Stoga, postoji podniz 푇푥푛푘 niza 푇푥푛takav da 퐾(푇푥푛푘) = (퐾푇 )푥푛푘 konvergira i pokazuje kompaktnost operatora 퐾푇 . S drugestrane, ako je 푥푛 ograničen niz u 푋, tada postoji podniz (푥푛푘)푘 niza (푥푛)푛 takav da 퐾푥푛푘konvergira nekom elementu 푥. 푇 je neprekidan pa 푇 (퐾푥푛푘) konvergira k 푇푥, dakle 푇퐾 jekompaktan.
Teorem 3.3.12. Ako je 퐴 ∈ 퐾(푋, 푌 ), tada je prostor 퐴(푋), u naslijeđenoj topologiji pros-
tora 푌 , separabilan.
Dokaz. Neka je
푈푛 = {푥 ∈ 푋 ∶ ||푥|| < 푛}.
Tada je 퐴(푈푛)푛 kompaktan. Iz činjenice da je svaki kompaktan metrički prostor separabi-
lan slijedi da je 퐴(푈푛)푛 separabilan. Nadalje,potprostor separabilnog metričkog prostora je
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separabilan prostor s nasljeđenom topologijom, stoga neka je 퐿푛 prebrojiv gust podskup od
퐴(푈푛)푛. Stavimo da je
퐿 =
∞⋃
푛=1
퐿푛,
koji je također prebrojiv. 퐿 je gust podskup od
퐴(푋) =
∞⋃
푛=1
퐴(푈푛).
Slijedi da je 퐴(푋) separabilan.
3.4 Kompaktni simetrični operatori
Definicija 3.4.1. Neka je 푋 unitaran prostor. Operator 퐴 ∶ 푋 → 푋 je simetričan ako
vrijedi ⟨퐴푥, 푦⟩ = ⟨푥,퐴푦⟩, (3.2)
za svaki 푥, 푦 ∈ 푋.
Napomena 3.4.2. Ukoliko je prostor 푋 Hilbertov i operator 퐴 ograničen, 퐴 je simetričan
ako i samo ako je 퐴∗ = 퐴, tj. ako je operator 퐴 hermitski.
Propozicija 3.4.3. Neka je 퐴 ograničen i simetričan operator na unitarnom prostoru 푋.
Tada je ||퐴|| = 푠푢푝{|⟨퐴푥, 푥⟩| ; 푥 ∈ 푋, ||푥|| ≤ 1}. (3.3)
Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋) simetričan operator takav da je ⟨퐴푥, 푥⟩ = 0, za svaki 푥 ∈ 푋, onda je
퐴 = 0.
3.5 Kompaktni operatori na Hilbertovim prostorima
Znamo da je operator 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ), gdje su 푋 i 푌 normirani prostori, konačnog ranga ili
konačnodimenzionalan operator, ako je 푑푖푚(푅(퐴)) < ∞. Također, linearna kombinacija
operatora konačnog ranga je operator konačnog ranga. Produkt operatora 퐴,퐵 ∈ 퐵(푋, 푌 )
je konačnog ranga ukoliko je barem jedan od njih konačnog ranga.
Propozicija 3.5.1. Neka je 퐻 Hilbertov prostor. Svaki operator 퐴 ∈ 퐵(퐻) s konačnim
rangom je oblika
퐴푥 =
푛∑
푖=1
⟨푥, 푥푖⟩푦푖, (3.4)
za neke 푥1, 푥2, ..., 푥푛, 푦1, 푦2, ..., 푦푛 ∈ 퐻 i 푛 ∈ ℕ.
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Napomena 3.5.2. Ako je 퐻 Hilbertov prostor i 퐴 ∈ 퐵(퐻) hermitski operator konačnog
ranga, onda postoje realni brojevi 휆1, 휆2, ..., 휆푛, 푛 ∈ 푁 i ortonormirani vektori 푒1, ..., 푒푛 u
퐻 takvi da je 퐴푥 =
∑푛
푖=1 휆푖⟨푥, 푒푖⟩푒푖, za svaki 푥 ∈ 퐻 . Budući da je 퐻 = 푁(퐴) ⊕ 푅(퐴),
tvrdnja slijedi iz odgovarajućeg rezultata za konačnodimenzionalne prostore primjenjenog
na operator 퐴|푅(퐴) ∶ 푅(퐴)→ 푅(퐴).
Propozicija 3.5.3. Neka su푋 i 푌 Hilbertovi prostori. Operator 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) je konačnog
ranga ako i samo ako postoje nezavisni vektori 푒1, 푒2, ..., 푒푛 u 푌 i vektori 푓1, ..., 푓푛 u푋 takvi
da je
퐴푥 =
푛∑
푖=1
⟨푥, 푓푖⟩푒푖. (3.5)
Vektori 푒1, 푒2, ..., 푒푛 predstavljaju bazu u 푅(퐴), dok vektori 푓1, ..., 푓푛 predstavljaju bazu u
푅(퐴∗) i vrijedi
퐴∗푦 =
푛∑
푖=1
⟨푥, 푒푖⟩푓푖. (3.6)
Zaključak, 퐴 je konačnog ranga ako i samo ako je 퐴∗ konačnog ranga.
Teorem 3.5.4. Neka su 푋 i 푌 Hibertovi prostori i 퐴 ∶ 푋 → 푌 kompaktan operator
beskonačnog ranga. Tada postoje ortonormirani nizovi (푒푛)푛 u X i (푓푛)푛 u Y i niz brojeva
(푠푛)푛 takvih da je 푠1 ≥ 푠2 ≥ ... ≥ 푠푚 ≥ ... > 0, lim푛→∞ 푠푛 = 0 i da vrijedi
푥 = 푥0 +
∞∑
푖=1
⟨푥, 푒푖⟩푒푖, (3.7)
pri čemu je 푥0 ∈ 푁(퐴). Tada je
퐴푥 =
∞∑
푖=1
푠푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖, 퐴푥0 = 0. (3.8)
Prethodno zapisana forma operatora A naziva se Schmidtov prikaz operatora A.
Dokaz. Budući da je 퐵 = 퐴∗퐴 kompaktan hermitski operator na 푋, to postoji ortonormi-
rani niz (푒푖)푖 u 푋 i niz (휆푖)푖 realnih brojeva takvih da vrijedi (3.7) i 퐵푥0 = 0, 퐵푒푖 = 휆푖푒푖,|휆1| ≥ ... ≥ |휆푛| ≥ ... > 0 i lim푖→∞ 휆푖 = 0 . Iz
휆푖 = ⟨퐵푒푖, 푒푖⟩ = ⟨퐴∗퐴푒푖, 푒푖⟩ = |퐴푒푖|2 > 0
slijedi da je 푠푖 =
√
휆푖 > 0. Stavimo
푓푖 =
퐴푒푖
푠푖
.
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Tada je ⟨푓푖, 푓푗⟩ = 1푠푖푠푗 ⟨퐴푒푖, 퐴푒푗⟩ = 1푠푖푠푗 ⟨퐵푒푖, 푒푗⟩ = 훿푖푗 .
Primjena neprekidnog operatora 퐴 na (3.7) daje
퐴푥 = 퐴푥0 +
∞∑
푖=1
⟨푥, 푒푖⟩퐴푒푖 = 퐴푥0 + ∞∑
푖=1
푠푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖.
Nadalje, |퐴푥0|2 = ⟨퐴푥0, 퐴푥0⟩ = ⟨퐵푥0, 푥0⟩ = 0 povlači 퐴푥0 = 0. Time smo (3.8) dokazali.
Teorem 3.5.4 je u biti generalizacija propozicije 3.5.3.
Propozicija 3.5.5. Neka su푋 i 푌 Hilbertovi prostori, 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ). Ako je 퐴∗퐴 ∈ 퐾(푋),
slijedi da je 퐴 ∈ 퐾(푋, 푌 ).
Dokaz. Neka je (푥푛)푛 niz u 푋 sa svojstvom ||푥푛|| ≤ 1. Tada je||퐴푥푛 − 퐴푥푚||2 = ⟨ 퐴푥푛 − 퐴푥푚, 퐴푥푛 − 퐴푥푚 ⟩ = ⟨ 퐴∗퐴(푥푛 − 푥푚), 푥푛 − 푥푚 ⟩≤ ||퐴∗퐴(푥푛 − 푥푚)|| ⋅ ||푥푛 − 푥푚|| ≤ 2 ⋅ ||퐴∗퐴(푥푛 − 푥푚)||.
Budući da je퐴∗퐴 kompaktan, niz (푥푛)푛 posjeduje podniz (푥푛푘)푘 takav da (퐴∗퐴푥푛푘)푘 konver-gira. ||퐴∗퐴(푥푛푘 − 푥푛푙)||
je konvergentan pa je posebno i Cauchyjev niz.
Dakle, ||퐴푥푛푘 − 퐴푥푛푙)||2 ≤ 2 ⋅ ||퐴∗퐴(푥푛푘 − 푥푛푙)||.
Zaključak, (퐴푥푛푘)푘 je Cauchyjev niz u Hilbertovom prostoru Y, pa
퐴푥푛푘 → 퐴푥0,
odnosno 퐴 ∈ 퐾(푋, 푌 ).
Propozicija 3.5.6. Neka su 푋 i 푌 Hilbertovi prostori. 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) je kompaktan ako i
samo ako je 퐴∗ ∈ 퐵(푋, 푌 ).
Dokaz.
⇒
퐴 je kompaktan pa je 퐴퐴∗ kompaktan budući da umnožak ograničenog i kompaktnog ope-
ratora rezultira kompaktnim operatorom, a prema prethodnoj propoziciji 퐴∗ je kompaktan
POGLAVLJE 3. KOMPAKTNI OPERATORI 25
jer vrijedi 퐴퐴∗ = (퐴∗)∗퐴∗.
⇐
Zamijenimo 퐴↔ 퐴∗ te ponovimo proceduru kao u prethodnom slučaju.
Uvedimo neke pomoćne činjenice i pojmove koji će nam biti od koristi sada, a i kasnije.
Neka su 푢, 푣 ∈ 퐻 . Definirajmo operator 푢 ⊗ 푣 ∶ 퐻 → 퐻 pravilom
(푢 ⊗ 푣)푥 = ⟨푥, 푣⟩푢, (3.9)
za svaki 푥 ∈ 퐻 . Primijetimo da je operator 푢⊗푣 ranga 1 ako su 푢, 푣 ≠ 0. Jasno, 푢⊗푣 = 0
ako i samo ako je 푢 = 0 ili 푣 = 0. Nadalje, ako je 퐴 ∈ 퐵(퐻) operator ranga 1, tada postoje
푢, 푣 ∈ 퐻 takvi da je 퐴 = 푢 ⊗ 푣. To nije teško potvrditi, neka je 푢 ∈ 푅(퐴) bilo koji vektor
različit od nul vektora. Budući je 푑푖푚(푅(퐴)) = 1, postoji ograničeni linearni funkcional 푓
takav da je
퐴푥 = 푓 (푥)푢, (3.10)
za svaki 푥 ∈ ℎ. Prema Rieszovom teoremu o reprezentaciji, postoji 푣 ∈ 퐻 takav da je
푓 (푥) = ⟨푥, 푣⟩, za svaki 푥 ∈ 퐻 . Stoga vrijedi
퐴푥 = (푢 ⊗ 푣)푥 = ⟨푥, 푣⟩푢, (3.11)
Za takav operator ćemo i u nastavku koristiti notaciju
퐴 = 푢 ⊗ 푣. (3.12)
Propozicija 3.5.7. Neka je {푒1, ..., 푒푛} ortonormiran skup uH i stavimo da je푀 = 푉 푛푘=1{푒푗}.
Ako je P ortogonalni projektor na M, tada vrijedi
푃 =
푛∑
푘=1
푒푘 ⊗ 푒푘,
푃 ℎ =
푛∑
푘=1
⟨ℎ, 푒푘⟩푒푘, (3.13)
za svaki ℎ ∈ 퐻 .
Napomena 3.5.8. Ako je ℰ ortonormirani skup u Hilbertovom prostoru H, ne zahtjevamo
da je separabilan, tada je ℰ ortonormirana baza za H ako i samo ako za svaki ℎ ∈ 퐻
imamo da je
ℎ =
∑
휖∈ℰ
⟨ℎ, 휖⟩휖. (3.14)
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Drugim riječima, ako je ℰ ortonormirani skup u H, tada je ℰ ortonormirana baza za H
ako i samo ako vrijedi
푖푑퐻 =
∑
휖∈ℰ
휖 ⊗ 휖, (3.15)
u smislu sumabilnosti, u jakoj operatorskoj topologiji.
Teorem 3.5.9. Ako je H Hilbertov prostor i 퐴 ∈ 퐾(퐻), tada postoji niz 퐴푛 ∈ 퐹 (퐻) takav
da je
퐴푛 → 퐴.
Dokaz. Označimo s 푉 = 퐴(퐻). Prema teoremu 3.3.12 slijedi da je 푉 separabilan, a tako-
đer je i potprostor Hilbertovog prostora퐻 , pa je i sam po sebi Hilbertov prostor. Ukoliko je
푉 konačnodimenzionalan tada 퐴 ima konačan rang. Pretpostavimo da nemamo takav slu-
čaj. Neka je {푒푛 ∶ 푛 ≥ 1} ortonormirana baza za 푉 te neka je 푃푛 niz ortogonalnih projektorana prostore 푉 푛푗=1{푒푗} takvih da je 푃푛 ∈ 퐹 (퐻), zatim definirajmo 퐴푛 = 푃푛퐴, pri čemu jetakođer 퐴푛 ∈ 퐹 (퐻). Nadalje, u svakom Hilbertovom prostoru, ako je ℰ ortonormiranabaza tada je primijenjivo (3.14). Stoga, za svaki ℎ ∈ 푉 imamo
퐴ℎ =
∞∑
푘=1
⟨퐴ℎ, 푒푘⟩푒푘, (3.16)
pri čemu red konvergira u퐻 . Primijenjujući (3.13) vrijedi
퐴푛ℎ = 푃푛퐴ℎ =
푛∑
푘=1
⟨퐴ℎ, 푒푘⟩푒푘, (3.17)
stoga ||퐴푛ℎ−퐴ℎ||→ 0 kada 푛→ ∞. Dakle, pokazali smo da퐴푛 → 퐴 u jakoj operatorskojtopologiji.
Nadalje, neka je 퐵 zatvorena jedinična kugla u 퐻 . Budući da je 퐴 kompaktan operator,
퐴(퐵) je totalno ograničen skup jer za svaki 휖 > 0 postoji konačan pokrivač toga skupa,
skupovimamanjeg dijametra od 휖. Odnosno, za postojeći 휖 > 0, postoji nekim iℎ1, ..., ℎ푚 ∈
퐻 takvi da je
퐴(퐵) ⊆
푚⋃
푗=1
퐵휖(퐴ℎ푗). (3.18)
Ako je ℎ ∈ 퐵, tada za 1 ≤ 푗 ≤ 푚 i 퐴ℎ ∈ 퐵휖(퐴ℎ푗) je ||퐴ℎ − 퐴ℎ푗|| < 휖. Za 푛 ≥ 1 gdje je||푃푛|| ≤ 1, vrijedi||퐴ℎ − 퐴푛ℎ|| ≤ ||퐴ℎ − 퐴ℎ푗|| + ||퐴ℎ푗 − 퐴푛ℎ푗|| + ||퐴푛ℎ푗 − 퐴푛ℎ||
= ||퐴ℎ − 퐴ℎ푗|| + ||퐴ℎ푗 − 퐴푛ℎ푗|| + ||푃푛(퐴ℎ푗 − 퐴ℎ)||≤ 2||퐴ℎ − 퐴ℎ푗|| + ||퐴ℎ푗 − 퐴푛ℎ푗||≤ 2휖 + ||퐴ℎ푗 − 퐴푛ℎ푗||.
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Kako 퐴푛 → 퐴 u jakoj operatorskoj topologiji, za svaki 1 ≤ 푗 ≤ 푚 postoji neki 푁(푗) takavda ako je 푛 ≥ 푁(푗) tada ||퐴ℎ푗 − 퐴푛ℎ푗|| < 휖
pa je ||퐴ℎ − 퐴푛ℎ|| < 3휖. (3.19)
Sada stavimo da je푁 = 푚푎푥
푖≤푗≤푚푁(푗), gdje za svaki ℎ ∈ 퐵, ako je 푛 ≥ 푁 vrijedi (3.18). Ali||퐴 − 퐴푛|| = 푠푢푝||ℎ||≤1||(퐴 − 퐴푛)ℎ||,
dakle, ako je 푛 ≥ 푁 , tada je ||퐴 − 퐴푛|| < 3휖, (3.20)
što pokazuje da 퐴푛 → 퐴.
3.6 Primjeri kompaktnih operatora
Primjer 1:
Neka je 퐻 separabilan Hilbertov prostor s ortonormiranom bazom (푒푛)푛. Operator 푇 ∈
퐵(퐻) je zadan kao 푇 푒푛 = 푐푛푒푛, obično pišemo 푇 = 푑푖푎푔(푐푛), pri čemu je lim푛→∞ 푐푛 = 0. Tadaje 푇 kompaktan.
Razlog: Uzmimo 푇푛 = 푑푖푎푔(푐1, 푐2, 푐3, ..., 푐푛, 0, 0, ...). Operator 푇푛 je očito konačnog ranga ivrijedi ||푇 − 푇푛|| = 푠푢푝{|푐푘| ∶ 푘 ≥ 푛 + 1} → 0. Slijedi da je 푇 kompaktan.
Primjer 2:
Neka je 퐻 Hilbertov prostor i 푎, 푏 ∈ 퐻∖{0} dva međusobno okomita vektora. te neka je
zadan operator 푈 ∶ 퐻 → 퐻 definiran s 푈 (푥) = ⟨ 푥, 푏 ⟩푎+ ⟨ 푥, 푎 ⟩푏. Tada je U kompaktan.
Razlog: Operator 푈 je kompaktan jer je konačnog ranga. Naime, 푅(푈 ) = [{푎, 푏}].
Primjer 3:
Dan je operator푈 ∶ 퐶[0, 1] → 퐶[0, 1] definiran kao (푈푓 )(푥) = 푓 (푥2). Na prostoru퐶[0, 1]
promatramo normu || ⋅ ||∞. Operator 푈 nije kompaktan.
Razlog: Ukoliko konstruiramo niz funkcija (푓푛) iz 퐶[0, 1] takvih da je ||푓푛|| = 1 i zasve 푛 ≠ 푚 ||푓푛 −푓푚||∞ ≥ 12 (Rieszova lema). Tada je i ||푈푓푛 −푈푓푚||∞ ≥ 12 , za sve 푛 ≠ 푚.Konstruirali smo ograničeni niz, koji je preveden djelovanjem operatora 푈 u niz koji nema
konvergentan podniz. Slijedi, 푈 nije kompaktan.
Poglavlje 4
Hilbert-Schmidtovi operatori
4.1 Hilbert-Schmidtovi operatori
U daljnjem tekstu promatramo operatore na separabilnim beskonačnodimenzionalnim Hil-
bertovim prostorima.
Definicija 4.1.1. Neka su푋 i 푌 separabilni Hilbertovi prostori. Operator 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) je
Hilbert-Schmidtov operator ako za svaku ortonormiranu bazu (푒푛)푛 prostora 푋 vrijedi∑
푛
||퐴푒푛||2 < ∞. (4.1)
Navedimo par primjera kao uvod u Hilbert-Schmidtove operatore i provjerimo da li će ope-
ratori iz primjera zadovoljiti uvjet (4.1). Nažalost, pokazati će se da postoje čak i jednos-
tavni operatori koji su ograničeni, štoviše i kompaktni ali, ne zadovoljavaju (4.1).
Neka je 퐻 Hilbertov prostor s ortonormiranom bazom (푒푛)푛, te neka su 퐴,퐶 ∈ 퐵(퐻)operatori zadani redom kao
퐴푒푛 =
1√
푛
푒푛, 푛 ∈ ℕ,
퐶푒푛 =
1
푛
푒푛, 푛 ∈ ℕ.
Operator 퐴 je ograničen i čak kompaktan, međutim∑
푛
||퐴푒푛||2 =∑
푛
1
푛
= ∞.
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Dakle, operator 퐴 ne zadovoljava (4.1), odnosno nije Hilbert-Schmidtov operator. Nadalje,
operator 퐶 je ograničen i kompaktan, te vrijedi∑
푛
||퐶푒푛||2 =∑
푛
1
푛2
<∞.
Dakle, operator 퐶 je Hilbert-Schmidtov, odnosno zadovoljava (4.1).
Lema 4.1.2. Neka je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) Hilbert-Schmidtov operator, te (푒푛)푛 i (푓푛)푛 ortonormi-
rane baze prostora 푋 i 푌 respektivno. Tada je∑
푛
||퐴푒푛||2 =∑
푛
||퐴∗푓푛||2. (4.2)
Posebno
∑
푛 ||퐴푒푛||2 ne ovisi o izboru baze.
Dokaz. Znamo da vrijedi
퐴푒푛 =
∑
푘⟨퐴푒푛, 푓푘⟩푓푘 i 퐴∗푓푘 = ∑푘⟨퐴∗푓푘, 푒푛⟩푒푛.
Slijedi ∑
푛
||퐴푒푛||2 =∑
푛
∑
푘
|⟨퐴푒푛, 푓푘⟩|2
=
∑
푛
∑
푘
|⟨푒푛, 퐴∗푓푘⟩|2
=
∑
푘
||퐴∗푓푘||2.
Propozicija 4.1.3. Svaki Hilbert-Schmidtov operator 퐴 ∶ 퐻 → 퐻 je kompaktan.
Dokaz. Operator 퐴 je kompaktan ako i samo ako je limes niza operatora konačnog ranga
(퐴푛)푛. Fiksirajmo ortonormiranu bazu (푒푛)푛 za 푋 takva da je ∑푛 ||퐴푒푛||2 < ∞. Za svaki
푛 ∈ ℕ definirajmo operator 퐴푛 ∶ 퐻 → 퐻 s
퐴푛(푥) ∶=
푛∑
푘=1
⟨푥, 푒푘⟩퐴푒푘 ∈ 푠푝푎푛{퐴푒1, ..., 퐴푒푛}. (4.3)
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(4.3) pokazuje da je 퐴푛 konačnog ranga. Za svaki 푥 ∈ 퐻 imamo ocjenu
||(퐴 − 퐴푛)푥|| = || ∑
푘=푛+1
⟨푥, 푒푘⟩퐴푒푘||
≤ ∑
푘=푛+1
|⟨푥, 푒푘⟩|||퐴푒푘||
≤ ( ∑
푘=푛+1
|⟨푥, 푒푘⟩|2) 12 (||퐴푒푘||2) 12 .
Nadalje, za svaki 푥 ∈ 퐻 sa svojstvom ||푥|| ≤ 1 imamo∑
푘=푛+1
|⟨푥, 푒푘⟩|2 ≤∑
푘
|⟨푥, 푒푘⟩|2 = ||푥||2 ≤ 1. (4.4)
Stoga vrijedi ||(퐴 − 퐴푛)푥|| ≤ ( ∑
푘=푛+1
||퐴푒푘||2) 12 → 0, 푛→∞ (4.5)
gdje je∑푘=푛+1 ||퐴푒푘||2 rep konvergentnog reda u ℝ.
4.2 Prostor Hilbert-Schmidtovih operatora
Definicija 4.2.1. Za Hilbert-Schmidtov operator 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) i ortonormiranu bazu (푒푛)푛
prostora 푋 broj ||퐴||ℎ푠 = (∑
푛
||퐴푒푛||2) 12 (4.6)
nazivamo Hilbert-Schmidtova norma ili dvostruka norma operatora 퐴.
Napomena 4.2.2. Ponekad se ||퐴||ℎ푠 označava i s ||퐴||2.
Definicija 4.2.3. Neka su 푋 i 푌 separabilni Hilbertovi prostori, te neka je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 )
Hilbert-Schmidtov operator. Definiramo prostor Hilbert-Schmidtovih operatora
퐵2(푋, 푌 ) = {퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) ∶ ||퐴||ℎ푠 <∞}. (4.7)
Ukoliko je 푋 = 푌 tada se prostor definira analogno
퐵2(푋) = {퐴 ∈ 퐵(푋) ∶ ||퐴||ℎ푠 <∞}. (4.8)
Za razliku od prostora kompaktnih operatora, prostor Hilbert-Schmidt operatora ne mora
nužno biti zatvoren potprostor prostora ograničenih operatora.
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Napomena 4.2.4. Zapišimo operator 퐴 ∈ 퐵2(퐻) u formi
퐴 =
∑
푛
푠푛⟨⋅, 푒푛⟩푓푛, (4.9)
prema teoremu 3.5.4, pri čemu su (푠푛)푛 ∈ 푐0 koeficijenti operatora 퐴 iz (4.9), (푒푛)푛 i (푓푛)푛
ortonormirani nizovi. Vrijedi
||퐴||ℎ푠 =√∑
푛
|푠푛|2 = ||(푠푛)||푙2 . (4.10)
Dakle, kompaktni operator je Hilbert-Schmidtov operator ako i samo ako su mu koeficijenti
iz 푙2 prostora.
4.3 Svojstva Hilbert-Schmidtovih operatora
Teorem 4.3.1.
1. Neka je 퐴 ∈ 퐵2(푋, 푌 ) i U unitaran operator. Tada je 푈−1퐴푈 ∈ 퐵2(푋, 푌 ) i
||퐴||ℎ푠 = ||푈−1퐴푈 ||ℎ푠. (4.11)
2. 퐵2(푋, 푌 ) ≤ 퐵(푋, 푌 ).
3. 퐵2(푋, 푌 ) je Banachov prostor u odnosu na || ⋅ ||ℎ푠. 퐵2(푋) je Hilbertov prostor u
odnosu na skalarni produkt
⟨퐴,퐵⟩ =∑
푛
⟨퐴푒푛, 퐵푒푛⟩, (4.12)
pri čemu je (푒푛)푛 bilo koja ortonormirana baza domenskog prostora.
4. Ako je jedan od operatora 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ), 퐵 ∈ 퐵(푌 ,푊 ) Hilbert-Schmidtov operator,
onda je 퐵퐴 ∈ 퐵(푋,푊 ) Hilbert-Schmidtov operator.
5. 퐵2(푋) je obostrani ideal u 퐵(푋). Ukoliko je 푑푖푚(푋) = ∞, onda 퐼 ∉ 퐵2(푋) i 퐵2(푋)
je Banachova algebra u odnosu na || ⋅ ||ℎ푠.
6. Svaki 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) konačnog ranga je Hilbert-Schmidtov operator. Zatvarač u od-
nosu na || ⋅ ||ℎ푠 skupa svih operatora konačnog ranga iz B(X,Y) je 퐵2(푋, 푌 ) prostor.
Dokaz.
1. Ako je 푈 unitaran operator tada je {푈푒푛 ∶ 푖 ∈ 퐼} ortonormiran skup. Budući da je||푈−1푥|| = ||푥||, slijedi
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||푈−1퐴푈 ||2ℎ푠 = ∑푛 ||푈−1퐴푈푒푛||2 = ∑푛 ||퐴푈푒푛||2 = ||퐴||2ℎ푠.
2. Neka su 퐴,퐵 ∈ 퐵(푋, 푌 ) Hilbert-Schmidtovi operatori. Vrijedi:
||퐴 + 퐵||ℎ푠 = (∑
푛
||(퐴 + 퐵)푒푛||2) 12 = (∑
푖,푗
|⟨(퐴 + 퐵)푒푖, 푓푗⟩|2) 12
=
(∑
푖,푗
|⟨퐴푒푖, 푓푗⟩ + ⟨퐵푒푖, 푓푗⟩|2) 12 (푛푒푗푒푑푛푎푘표푠푡 푡푟표푘푢푡푎)
≤ (∑
푖,푗
|⟨퐴푒푖, 푓푗⟩|2) 12 + (∑
푖,푗
|⟨퐵푒푖, 푓푗⟩|2) 12
= ||퐴||ℎ푠 + ||퐵||ℎ푠.
3. Za početak pokažimo da red ∑
푛
⟨퐴푒푛, 퐵푒푛⟩
konvergira. Vrijedi sljedeće
푁∑
푛=1
|⟨퐴푒푛, 퐵푒푛⟩| ≤ 푁∑
푛=1
||퐴푒푛|| ||퐵푒푛|| ≤ ( 푁∑
푛=1
||퐴푒푛||2) 12( 푁∑
푛=1
||퐵푒푛||2) 12
≤ ||퐴||ℎ푠||퐵||ℎ푠.
Sada je ∑
푛
|⟨퐴푒푛, 퐵푒푛⟩| ≤ ||퐴||ℎ푠||퐵||ℎ푠.
Dakle, red ∑
푛
⟨퐴푒푛, 퐵푒푛⟩
konvergira apsolutno, pa zato i obično. Nadalje, neka je (퐴푛)Cauchyjev niz u퐵2(푋, 푌 )prostoru s pripadnom || ⋅ ||ℎ푠. Tada za 휖 > 0 postoji 푛휖 ∈ ℕ takav da je 푛, 푚 ≥ 푛휖 ⇒||퐴푛 −퐴푚||ℎ푠 ≤ 휖. Slijedi da je (퐴푛) Cauchyjev niz i u 퐵(푋, 푌 ), a budući je 퐵(푋, 푌 )potpun, postoji 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) takav da je ||퐴푛 −퐴||→ 0. Neka je sada푀 > 0 takavda je ||퐴푛|| ≤푀 , ∀푛 ∈ ℕ. Tada vrijedi
푘∑
푖=1
||퐴푒푖||2 = lim푛→∞ 푘∑
푖=1
||퐴푛푒푖||2 ≤푀2 ⇒∑
푖
||퐴푒푖||2 ≤푀2,
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dakle 퐴 je Hilbert-Schmidtov operator. Nadalje, za svaki 푘 nalazimo
푛, 푚 ≥ 푛휖 ⇒
푘∑
푖=1
||(퐴푛 − 퐴푚)푒푖||2 ≤ 휖2.
Iz prethodnog, za 푛→ ∞ dobivamo
푚 > 푛휖 ⇒
푘∑
푖=1
||(퐴 − 퐴푚)푒푖||2 ≤ 휖2,
a odavde, zbog proizvoljnosti indeksa k proizlazi
푚 ≥ 푛휖 ⇒∑
푖
||(퐴 − 퐴푚)푒푖||2 ≤ 휖2.
Dakle,
||퐴 − 퐴푚||ℎ푠 ≤ 휖, ∀푚 ≥ 푛휖.
Time je potpunost prostora (퐵2(푋, 푌 ), || ⋅ ||ℎ푠) dokazana. Ako je 푋 = 푌 , pripadnanorma zadovoljava relaciju paralelograma, pa je 퐵2(푋) Hilbertov prostor u odnosu
na skalarni produkt ⟨퐴,퐵⟩ = ∑푛⟨퐴푒푛, 퐵푒푛⟩.
4. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) Hilbert-Schmidtov operator i 퐵 ∈ 퐵(퐿,푊 ), gdje je 푊 sepa-
rabilan Hilbertov prostor, onda ||퐵퐴푒푛|| ≤ ||퐵|| ⋅ ||퐴푒푛|| povlači da je 퐵퐴 Hilbert-Schmidtov operator i da je
||퐵퐴||ℎ푠 ≤ ||퐵|| ⋅ ||퐴||ℎ푠. (4.13)
Ako su 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) i 퐵 ∈ 퐵(푌 ,푊 ) Hilbert-Schmidtovi operatori, onda je 퐵∗ ∈
퐵(푊 ,푌 ) Hilbert-Schmidtov operator i 퐴∗ ∈ 퐵(푌 ,푋) , a znamo od prije da je 퐴∗퐵∗
također Hilbert-Schmidtov operator, no tada je i (퐴∗퐵∗)∗ Hilbert-Schmidtov operator.
Zaključujemo da je i 퐵퐴 Hilbert-Schmidtov operator.
5. Ako je 푋 = 푌 , onda 4. povlači da je 퐵2(푋) obostrani ideal. Nadalje, prema lemi
4.1.2 i (4.13) također vrijedi
||퐵퐴||ℎ푠 ≤ ||퐵||ℎ푠 ⋅ ||퐴||ℎ푠.
pa je 퐵2(푋) Banachova algebra u odnosu na normu || ⋅ ||ℎ푠.
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6. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) Hilbert-Schmidtov operator, 푑푖푚푋 = ∞, onda za svaki 푛, zbog
konvergencije reda ||퐴||ℎ푠, postoji 푝(푛) ∈ ℕ takav da je∑
푖=푝(푛)+1
||퐴푒푖||2 ≤ 1푛2 . (4.14)
Označimo s퐴푛 ∶ 푋 → 푌 linearni operator definiran sa퐴푛푒푖 = 퐴푒푖 ukoliko je 푖 ≤ 푝(푛)i퐴푛푒푖 = 0 ako je 푖 > 푝(푛). Operator퐴푛 ima konačan rang, pa je on Hilbert-Schmidtovoperator. Nadalje, (4.14) prelazi u
||퐴 − 퐴푛||2ℎ푠 ≤ 1푛2 ,
što pokazuje da je 퐴 limes niza (퐴푛) u odnosu na || ⋅ ||ℎ푠.
Poglavlje 5
Nuklearni operatori
5.1 Operatori s tragom
Operator s tragom je kompaktni operator kojemu je trag konačan te neovisan o bazi. Postav-
lja se pitanje, kako bismo definirali trag u beskonačnodimenzionalnom Hilbertovom pros-
toru? Odgovor je sasvim prirodan, generalizacijom konačnodimenzionalnog slučaja (1.25),
dakle ∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩. (5.1)
Međutim, vrlo brzo nailazimo na problem. Red (5.1) ne mora biti konvergentan. Za dokaz
prethodnoga, možemo se poslužiti već navedenim primjerom u poglavlju 4. Dakle, ako je
퐻 Hilbertov prostor s ortonormiranom bazom (푒푛)푛 i operator 퐶 ∈ 퐵(퐻) zadan s
퐶푒푛 =
1
푛
푒푛,
lako vidimo da sljedeći red divergira∑
푛
⟨퐶푒푛, 푒푛⟩ =∑
푛
1
푛
= ∞.
Nas će zanimati oni operatori za koje je∑
푛
⟨(퐴∗퐴) 12 푒푛, 푒푛⟩ <∞. (5.2)
Inače, koristiti ćemo ponekad i oznaku
(퐴∗퐴)
1
2 =
√
퐴∗퐴 = |퐴|.
Dakle, operator iz prethodnoga primjera nema svojstvo (5.2), iako je Hilbert-Schmidtov
operator.
35
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Definicija 5.1.1. Neka je H separabilan Hilbertov prostor i 퐴 ∈ 퐵(퐻). Operator 퐴 se
naziva operator s tragom ako za svaku ortonormiranu bazu (푒푛)푛 prostora H suma∑
푛
⟨|퐴|푒푛, 푒푛⟩ <∞ (5.3)
je konačna.
Definicija 5.1.2. Definiramo
||퐴||1 = 푇 푟|퐴| =∑
푛
⟨|퐴|푒푛, 푒푛⟩. (5.4)
Lema 5.1.3. Ako je 퐴 ∈ 퐵(퐻) operator s tragom, suma∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩
je neovisna o izboru ortonormirane baze. Vrijednost sume naziva se trag operatora 퐴.
Dokaz. Neka su (푒푛)푛 i (푓푘)푘 bilo koje ortonormirane baze prostora퐻 .Vrijedi sljedeće
푥 =
∑
푘
⟨푥, 푓푘⟩푓푘, 푦 =∑
푛
⟨푦, 푒푛⟩푒푛
za svaki 푥, 푦 ∈ 퐻 . Stavimo da je 푥 = 퐴푒푛 i 푦 = 퐴푓푘, pa je
퐴푒푛 =
∑
푘
⟨퐴푒푛, 푓푘⟩푓푘, 퐴푓푘 =∑
푛
⟨푓푘, 푒푛⟩퐴푒푛.
Iz prethodnoga lako dobijemo da je∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ =∑
푛,푘
⟨퐴푒푛, 푓푘⟩⟨푓푘, 푒푛⟩,∑
푘
⟨퐴푓푘, 푓푘⟩ =∑
푘,푛
⟨푓푘, 푒푛⟩⟨퐴푒푛, 푓푘⟩.
Slijedi da je ∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ =∑
푘
⟨퐴푓푘, 푓푘⟩.
Teorem 5.1.4. Operator 퐴 ∈ 퐵(퐻) je operator s tragom ako i samo ako za svaku ortonor-
miranu bazu separabilnog Hilbertovog prostora H red∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ (5.5)
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konvergira. Ako je A operator s tragom , iz prethodne leme znamo da je∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ =∑
푘
⟨퐴푓푘, 푓푘⟩ (5.6)
za svake dvije ortonormirane baze (푒푛)푛 i (푓푘)푘 prostora퐻 .
Dokaz. Uzmimo da red (5.5) konvergira za svaku ortonormiranu bazu (푒푛)푛 prostora 퐻 , ajer je permutacija baze ponovno baza, red (5.5) konvergira apsolutno. Dokaz provodimo u
nekoliko koraka.
1.) 퐴 = 퐴∗ ≥ 0. Tada za 퐵 =√퐴 imamo∑
푛
|퐵푒푛|2 =∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ <∞,
pa je 퐵 Hilbert-Schmidtov operator. No tada je 퐴 = 퐵2 operator s tragom. Nadalje∑
푛
|퐵푒푛|2 =∑
푘
|퐵푓푘|2
povlači (5.6).
2.) 퐴 = 퐴∗. Operatori
퐴+ =
1
2
(
√
퐴2 + 퐴)
i
퐴− =
1
2
(
√
퐴2 − 퐴)
pozitivno su semidefinitni, a pozitivni projektor 퐸+ operatora A, to jest ortogonalni projek-tor na nul-potprostor operatora 퐴−, ima svojstvo da je
퐸+퐴 = 퐴퐸+ = 퐴+
i
(퐼 − 퐸+)퐴 = −퐴−.
Uzmimo da je (푒+푖 )푖 ortonormirana baza u prostoru퐻+ = 푁(퐴−) i da je (푒−푗 )푗 ortonormiranabaza u prostori퐻− = 퐻⊖퐻+. Te dvije baze daju ortonormiranu bazu (푒푛)푛 u prostoru퐻 ,za koju zbog apsloutne konvergencije reda (5.5) i zbog
퐴+푥 = 퐴푥, 퐴−푥 = 0 ako je 푥 ∈ 퐻+
퐴+푥 = 0, −퐴−푥 = 퐴푥 ako je 푥 ∈ 퐻−
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dobivamo konvergenciju redova∑
푖
⟨퐴푒+푖 , 푒+푖 ⟩ =∑
푖
⟨퐴+푒+푖 , 푒+푖 ⟩ =∑
푛
⟨퐴+푒푛, 푒푛⟩,
∑
푗
⟨퐴푒−푗 , 푒−푗 ⟩ =∑
푗
⟨퐴−푒−푗 , 푒−푗 ⟩ =∑
푛
⟨퐴−푒푛, 푒푛⟩.
Budući da je 퐴+, 퐴− ≥ 0, prema 1.) nalazimo da su 퐴+ i 퐴− operatori s tragom, ali tada jei operator 퐴 = 퐴+ − 퐴− operator s tragom. Nadalje,∑
푛
⟨퐴+푒푛, 푒푛⟩ =∑
푘
⟨퐴+푓푘, 푓푘⟩,
∑
푛
⟨퐴−푒푛, 푒푛⟩ =∑
푘
⟨퐴−푓푘, 푓푘⟩
povlači (5.6).
3.) Iz konvergencije reda (5.5) proizlazi konvergencija reda∑
푛
⟨퐴∗푒푛, 푒푛⟩,
pa dakle i konvergencija redova∑
푛
⟨퐴1푒푛, 푒푛⟩, ∑
푛
⟨퐴2푒푛, 푒푛⟩,
gdje su
퐴1 =
퐴 + 퐴∗
2
i 퐴2 = 퐴 − 퐴
∗
2푖
.
Odavde prema 2.) nalazimo da su operatori 퐴1 i 퐴2 operatori s tragom. Nadalje∑
푛
⟨퐴1푒푛, 푒푛⟩ =∑
푘
⟨퐴1푓푘, 푓푘⟩
i∑
푛
⟨퐴2푒푛, 푒푛⟩ =∑
푘
⟨퐴2푓푘, 푓푘⟩
povlači (5.6). Dakle, teorem smo dokazali u jednom smjeru. Dokaz drugog s smjera, od-
nosno da red (5.5) apsolutno konvergira ukoliko je 퐴 operator s tragom slijedi uskoro (te-
orem 5.3.4).
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5.2 Prostor operatora s tragom
Definicija 5.2.1. Neka su X i Y separabilni Hilbertovi prostori, te neka je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 )
operator s tragom. Definiramo prostor operatora s tragom
퐵1(푋, 푌 ) = {퐴 ∈ 퐵2(푋, 푌 ) ∶ ||퐴||1 <∞}. (5.7)
Ukoliko je X=Y tada se prostor definira analogno
퐵1(푋) = {퐴 ∈ 퐵2(푋) ∶ ||퐴||1 <∞}. (5.8)
Napomena 5.2.2. Zapišimo operator 퐴 ∈ 퐵1(퐻) u formi
퐴 =
∑
푛
푠푛⟨⋅, 푒푛⟩푓푛, (5.9)
prema teoremu 3.5.4, pri čemu su (푠푛)푛 ∈ 푐0 koeficijenti operatora 퐴 iz (5.9), (푒푛)푛 i (푓푛)푛
ortonormirani nizovi. Vrijedi
||퐴||1 =∑
푛
|푠푛| = ||(푠푛)||푙1 .
Dakle, kompaktni operator je operator s tragom ako i samo ako su mu koeficijenti iz 푙1
prostora.
5.3 Nuklearni operatori
Generalizirajmo i proširimo činjenice operatora s tragom. Ako je 퐴 ≠ 0 kompaktan opera-
tor s Hilbertovog prostora 푋 u Hilbertov prostor 푌 , onda znamo da postoje ortonormirani
sistemi (푒푖)푖 u 푋 i (푓푖)푖 u Y takvi da je
퐴푥 =
∑
푖
휆푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖, (5.10)
za svaki 푥 ∈ 푋. Pri tome napisani red jako konvergira i 휆푖 > 0 su singularne vrijednostioperatora 퐴, odnosno 휆2 su svojstvene vrijednosti operatora 퐴∗퐴. Iz Schmidtovog prikaza
kompaktnog operatora 퐴 proizlazi da je 퐴 konstruiran od jednodimenzionalnih operatora
푥 ↦ 휆푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖.
Tu konstrukciju možemo uzeti kao referentnu točku za definiranje nuklearnih operatora koji
predstavljaju pravi podskup Hilbert-Schmidtovih operatora.
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Definicija 5.3.1. Neka su X i Y separabilni Hilbertovi prostori. Operator 퐴 ∶ 푋 → 푌 je
nuklearan ako postoje prebrojivi sistemi (푎푖)푖 u X i (푏푖)푖 u Y takvi da je
퐴푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩푏푖, 푥 ∈ 푋 (5.11)∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| <∞ (5.12)
s tim da red (5.11) konvergira.
Općenito, operator može imati više ovakvih prikaza. Označimo
|||퐴||| = 푖푛푓∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖|,
pri čemu se infimum uzima po svim mogućim rastavima (5.11) za koje vrijedi (5.12).
Teorem 5.3.2. Neka su X, Y i W separabilni Hilbertovi prostori.
1. Ako je 퐴 ∶ 푋 → 푌 nuklearan operator, onda je 퐴 i Hilbert-Schmidtov operator i
vrijedi ||퐴||ℎ푠 ≤ |||퐴|||. (5.13)
2. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) nuklearan, onda je i 퐴∗ ∈ 퐵(푋, 푌 ) nuklearan operator i vrijedi
|||퐴∗||| = |||퐴|||. (5.14)
3. Ako su 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) i 퐵 ∈ 퐵(푌 ,푊 ) Hilbert-Schmidtovi operatori, onda je 퐵퐴 ∈
퐵(푋,푊 ) nuklearan operator.
4. Ako je jedan od operatora 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ), 퐵 ∈ 퐵(푌 ,푊 ) nuklearan, onda je 퐵퐴 ∈
퐵(푋,푊 ) nuklearan operator.
5. Skup svih nuklearnih operatora sa X u Y je potprostor od B(X,Y). Sa
퐴↦ |||퐴|||
je dana norma na tom prostoru i naziva se nuklearna norma.
Dokaz.
1. Neka je 푥 ∈ 푋 te uzmimo da je nuklearan operator 퐴 ∶ 푋 → 푌 dan kao u (5.11) i
(5.12) te stavimo da je푀 = ∑푖 |푎푖| ⋅ |푏푖|. Tada je|⟨푥, 푎푖⟩푏푖| ≤ |푥| ⋅ |푎푖| ⋅ |푏푖|→∑
푖
|⟨푥, 푎푖⟩푏푖| ≤푀|푥|,
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pa iz 퐴푥 = ∑푖⟨푥, 푎푖⟩푏푖 slijedi |퐴푥| ≤ |푥|, dakle 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ). Ako je (푒푛)푛 ortonor-mirana baza u푋, onda iz∑푖 |푎푖| ⋅ |푏푖| <∞ dobivamo da je 퐴푒푛 = ∑푖⟨ 푒푛, 푎푖 ⟩푏푖 (jakakonvergencija), pa je∑
푛
|퐴푒푛|2 =∑
푛
⟨∑
푖
⟨푒푛, 푎푖⟩푏푖, 퐴푒푛⟩
=
∑
푛
∑
푖
⟨푒푛, 푎푖⟩(⟨푏푖,∑
푗
⟨푒푛, 푎푗⟩푏푗⟩)
=
∑
푛
∑
푖,푗
⟨푎푗 , 푒푛⟩⟨푒푛, 푎푖⟩⟨푏푖, 푏푗⟩
=
∑
푖,푗
(∑
푛
⟨푎푗 , 푒푛⟩⟨푒푛, 푎푖⟩) ⋅ ⟨푏푖, 푏푗⟩
=
∑
푖,푗
⟨푎푗 , 푎푖⟩⟨푏푖, 푏푗⟩
≤∑
푖,푗
|⟨푎푗 , 푎푖⟩| ⋅ |⟨푏푖, 푏푗⟩|
≤∑
푖
∑
푗
|푎푗| ⋅ |푎푖| ⋅ |푏푖| ⋅ |푏푗|
=
∑
푖
푀|푎푖| ⋅ |푏푖|
=푀2
Čitajući napisane formule obrnutim redom, vidimo da je zamjena sumiranja po 푛 i
po 푖, 푗 opravdana. Budući da je ∑
푛
|퐴푒푛|2 ≤푀2,
to je Hilbert-Schmidtov operator i vrijedi
||퐴||ℎ푠 ≤∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖|,
prema tome, slijedi ||퐴||ℎ푠 ≤ |||퐴|||. (5.15)
2. Budući da je ∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| <∞,
proizlazi
퐴∗푦 =
∑
푖
⟨푦, 푏푖⟩푎푖, 푦 ∈ 푌 ,
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pa je zbog 퐴푥 = ∑푖⟨푥, 푎푖⟩푏푖 , 푥 ∈ 푋, 퐴∗ nuklearan operator i|||퐴∗||| = |||퐴|||. (5.16)
3. Neka su (푒푛)푛, (푓푖)푖 i (푔푗)푗 ortonormirane baze redom u Hilbertovim prostorima푋, 푌i푊 . Za 푥 ∈ 푋 imamo:
퐴푥 =
∑
푖
⟨퐴푥, 푓푖⟩푓푖,
퐵퐴푥 =
∑
푖
⟨퐴푥, 푓푖⟩퐵푓푖
=
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩푏푖,
(5.17)
gdje je 푎푖 = 퐴∗푓푖 i 푏푖 = 퐵푓푖.Nadalje je ∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| ≤ 12∑푖 (|퐴∗푓푖|2 + |퐵푓푖|2)
= 1
2
(||퐴∗||2ℎ푠 + ||퐵||2ℎ푠) <∞, (5.18)
pa je 퐵퐴 nuklearan operator.
4. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) sa prikazom
퐴푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩푏푖
te vrijedi ∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖|,
onda za 퐵 ∈ 퐵(푌 ,푊 ) imamo:
(퐵퐴)푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩퐵푏푖
⇒
∑
푖
|푎푖| ⋅ |퐵푏푖| ≤ |퐵|∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| <∞, (5.19)
pa je 퐵퐴 nuklearan operator. Ako je 퐵 ∈ 퐵(푌 ,푊 ) nuklearan i 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ),
onda je 퐵∗ ∈ 퐵(푊 ,푌 ) nuklearan, pa je 퐴∗퐵∗ ∈ 퐵(푊 ,푋) nuklearan. No tada je i
퐵퐴 = (퐴∗퐵∗)∗ nuklearan operator.
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5. Ako je 휆 skalar i
퐴푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩푏푖, ∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| <∞,
퐵푥 =
∑
푗
⟨푥, 푐푗⟩푑푗 , ∑
푗
|푐푗| ⋅ |푑푗| <∞,
onda je
(휆퐴 + 푏)푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩휆푏푖 +∑
푗
⟨푥, 푐푗⟩푑푗 ,
odnosno operator 휆퐴 + 퐵 je oblika 퐴푥 = ∑푖⟨푥, 푎푖⟩푏푖. Također, budući da vrijedi∑
푖
|푎푖| ⋅ |휆푏푖| +∑
푗
|푐푗| ⋅ |푑푗| < ∞
posljedično je 휆퐴 + 퐵 nuklearan operator. Nadalje,
|||퐴 + 퐵||| ≤ ∑푖 |푎푖| ⋅ |푏푖| +∑푗 |푐푗| ⋅ |푑푗|
za sve sisteme (푎푖)푖, (푏푖)푖, (푐푗)푗 i (푑푗)푗 . Uzimajući redom infimum po pripadnim siste-mima dobivamo |||퐴 + 퐵||| ≤ |||퐴||| +∑
푗
|푐푗| ⋅ |푑푗|
odnosno |||퐴 + 퐵||| ≤ |||퐴||| + |||퐵|||. (5.20)
Napomena 5.3.3. Neka je 퐴 ∈ 퐵(퐻), gdje je H Hilbertov prostor, te neka je A kompaktan
operator, zapisan u formi
퐴푥 =
푛∑
푖=1
휆푖⟨푒푖, 푥⟩푓푖 (5.21)
za svaki 푥 ∈ 퐻 , pri čemu su (푒푖)푖 i (푓푖)푖 ortonormirani sistemi, te 휆푖 ∈ ℝ, ali takvi da
휆푖 → 0 za 푛 → ∞. Navedeni operator je nuklearni operator, odnosno operator s tragom
ako je ∑
푖
휆푖 <∞. (5.22)
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Teorem 5.3.4.
1. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) nuklearan operator, onda za svaki par ortonormiranih sistema
(푒푛)푛 u X i (푓푛)푛 u Y vrijedi ∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| <∞. (5.23)
Posebno je ∑
푖
휆푖 <∞, (5.24)
gdje su 휆푖 singularne vrijednosti operatora A.
2. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) kompaktan operator i ako vrijedi
∑
푖 휆푖 < ∞, onda je A i
nuklearan operator.
Dokaz.
1. Neka je 푥 ∈ 푋 i 퐴 operator dan s
퐴푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩푏푖∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| <∞.
Imamo sljedeću situaciju:∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| =∑
푛
|∑
푖
⟨푒푛, 푎푖⟩⟨푏푖, 푓푛⟩|
≤∑
푛
∑
푖
|⟨푒푛, 푎푖⟩|⟨푏푖, 푓푛⟩|
=
∑
푖
∑
푛
|⟨푎푖, 푒푛⟩|⟨푏푖, 푓푛⟩|
≤∑
푖
[(
∑
푛
|⟨푎푖, 푒푛⟩|2) 12 ⋅ (∑
푛
|⟨푏푖, 푓푛⟩|2) 12 ]
≤∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖|.
Budući da je ∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| ≤∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖|
za svaki navedeni prikaz operatora A, to je∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| ≤ |||퐴|||. (5.25)
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Uzmemo li za 퐴 Schmidtov prikaz koristeći se (5.25) dobivamo
|||퐴||| ≥∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| =∑
푛
휆푛,
pa∑푖 휆푖 <∞ vrijedi. S druge strane iz definicije nuklearne norme i iz Schmidtovogprikaza dobivamo |||퐴||| ≥∑
푛
휆푛.
Zaključak, vrijedi relacija:
|||퐴||| =∑
푖
휆푖 = 푠푢푝
∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩|. (5.26)
2. Ako je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) kompaktan operator, onda on ima Schmidtov prikaz. Stavimo
li 푎푖 = 푒푖, 푏푖 = 휆푖푓푖, onda Schmidtov prikaz
퐴푥 =
∑
푖
휆푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖, 푥 ∈ 푋
prelazi u
퐴푥 =
∑
푖
⟨푥, 푎푖⟩푏푖,
pa ∑
푖
|푎푖| ⋅ |푏푖| =∑
푖
휆푖
pokazuje da je A nuklearan operator zbog konačnosti sume∑
푖
휆푖.
Teorem 5.3.5. Svaki operator퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) konačnog ranga je nuklearan. Zatvarač skupa
svih operatora konačnog ranga iz퐵(푋, 푌 ) u odnosu na nuklearnu normu je skup svih nukle-
arnih operatora iz퐵(푋, 푌 ). Prostor nuklearnih operatora je potpun u odnosu na nuklearnu
normu.
Dokaz. Neka je 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) nuklearan operator sa Schmidtovim prikazom. Tada
퐴∗퐴푒푛 = 휆2푛푒푛 ⇒ |퐴푒푛| = 휆푛,
pa red ∑
푛
|퐴푒푛|
POGLAVLJE 5. NUKLEARNI OPERATORI 46
konvergira. Operator 퐴푛 definiran sa
퐴푛푥 =
푛∑
푖=1
휆푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖, 푥 ∈ 푋,
konačnog je ranga i
(퐴 − 퐴푛) =
∑
푖=푛+1
휆푖⟨푥, 푒푖⟩푓푖, 푥 ∈ 푋,
što povlači |||퐴 − 퐴푛||| = ∑
푖=푛+1
휆푖
odnosno, vrijedi
lim
푛→∞
|||퐴 − 퐴푛||| = 0.
Sljedeću lemu navodimo iz razloga što će nam trebati u nekim dokazima koji slijede.
Lema 5.3.6. Ako je 퐴 ∈ 퐵1(퐻) pozitivan operator tada je
푇 푟(퐴) = ||퐴||1. (5.27)
Nadalje, za operator A konačnog ranga 1 vrijedi
푇 푟(퐴) = ⟨푣, 푢⟩, (5.28)
za svaki 푢, 푣 ∈ 퐻 .
Dokaz. Pretpostavimo da je 퐴 ∈ 퐵1(퐻) pozitivan. Neka je operator A dan formom
퐴푥 =
∑
푖
휆푖⟨ 푥, 푒푖 ⟩푒푖.
Budući da je A pozitivan vrijedi 휆푖 ≥ 0, ∀푖. Stoga, tu dekompoziciju možemo preuredititako da je
휆푖 ≥ 휆푖+1, ∀푖 ∈ 푁.
Znamo da je ||퐴||1 = ∑푖 휆푖. Proširimo (푒푖)푖 do ortonormirane baze (푒푖)푖⋃(휖휆)휆∈Λ za 퐻 .Budući da trag ne ovisi o izboru baze zaključujemo sljedeće:
푇 푟(퐴) =
∑
푖
⟨퐴푒푖, 푒푖⟩ +∑
휆∈Λ
⟨퐴휖휆, 휖휆⟩
=
∑
푖
휆푖⟨푒푖, 푒푖⟩
= ||퐴||1,
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pri čemu je 푒푖⊥휖휆, 푒푗⊥푒푖, ∀휆 ∈ Λ, 푖 ≠ 푗.Nadalje, neovisno o prethodnom u smislu oznaka fiksirajmo 푢, 푣 ∈ 퐻 . Ako je 푢 = 0 onda
je 퐴 = 0 pa je
푇 푟(퐴) = ⟨푢, 푣⟩ = 0.
Pretpostavimo da je 푢 ≠ 0, te proširimo { 푢||푢||} do ortonormirane baze { 푢||푢||}⋃{푣휆}휆∈Λza퐻 . Trag je neovisan o bazi prostora, dobivamo da je
푇 푟(퐴) =
⟨ 퐴푢||푢|| , 푢||푢||⟩ +∑휆∈Λ⟨퐴푣휆, 푣휆⟩
=
⟨||푢||2||푢|| 푣, 푢||푢||⟩, 푢⊥푣휆 ∀휆 ∈ Λ
= ⟨푣, 푢⟩.
5.4 Trag Hilbert-Schmidtovog operatora
Znamo od prije da za separabilne Hilbertove prostore 푋 i 푌 , operator 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ) se na-
ziva Hilbert-Schmidtov operator ako za svaku ortonormiranu bazu (푒푛)푛 prostora 푋 vrijedi∑
푛
||퐴푒푛||2 < ∞. (5.29)
Iako stvari izgledaju zavaravajuće jednostavne, znamo da, bez obzira što je red (5.29) ko-
nvergentan, ne mora imati direktnu vezu sa konvergencijom traga, odnosno red∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ (5.30)
može biti divergentan. Dokaz prethodnoga smo naveli ranije. Dakle, zaključak je jednosta-
van. Nije istina da je svaki Hilbert-Schmidtov operator ujedno i nuklearni operator. Obrat
prethodnoga je istinit, dokaz slijedi.
Lema 5.4.1. Neka je 푆 ograničen operator i 퐴 ∈ 퐵1(퐻) tada je 푆퐴 ∈ 퐵1(퐻) i 퐴푆 ∈
퐵1(퐻) te vrijedi tr(SA)=tr(AS).
Propozicija 5.4.2. Svaki nuklearni operator je Hilbert-Schmidtov operator.
Dokaz. Neka je 퐴 nuklearni operator, tada je i |퐴| nuklearan, no onda je i |퐴|2 nuklearan,
ali |퐴|2 = ∑||퐴푥||2.
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Propozicija 5.4.3. Ukoliko operator 퐴 ∈ 퐵2(푋, 푌 ) možemo prikazati u obliku 퐴 = 푈푉 ,
pri čemu su 푈 i 푉 Hilbert-Schmidtovi operatori, tada∑
푛
⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ =∑
푛
⟨푉 푒푛, 푈 ∗푒푛⟩ (5.31)
konvergira.
Definicija 5.4.4. Neka je H Hilbertov prostor i 퐴,퐵 ∈ 퐵1(퐻). Definiramo trag para
operatora A i B kao
푡푟(퐴,퐵) =
∑
푛
⟨퐴푒푖, 퐵∗푒푖⟩ (5.32)
pri čemu je (푒푛)푛 ortonormirana baza prostora X.
5.5 Dualni prostori
Napomena 5.5.1. Navedimo činjenicu vezanu za unitarne i Hilbertove prostore koja će
nam biti od koristi u ovoj cjelini . Ako su 푋, 푌 unitarni prostori i 퐴 ∈ 퐵(푋, 푌 ), onda je
||퐴|| = 푠푢푝{|⟨퐴푥, 푦⟩| ∶ 푥 ∈ 푋, 푦 ∈ 푌 , ||푥|| ≤ 1, ||푦|| ≤ 1}.
Prije nego konkretnije razmotrimo navedenu temu, promotrimo neke činjenice s intuitivne
strane. Ako malo bolje pogledamo, prostor 퐵(퐻) možemo promatrati kao nekomutativnu
verziju prostora 푙∞(Ω), pri čemu je Ω neki beskonačan skup. Nadalje, prostor kompaktnih
operatora퐾(퐻)možemo promatrati kao nekomutativni analogon prostora 푐0(Ω), a također iprostor operatora s tragom퐵1(퐻)možemo promatrati kao nekomutativni analogon prostora
푙1(Ω),퐻 je konvencionalno Hilbertov prostor. Štoviše, dobro poznato je i sljedeće
푐0(Ω)
′ ≅ 푙1(Ω),
푙1(Ω)′ ≅ 푙∞(Ω),
(5.33)
odnosno, kažemo još i da su pripadni prostori izometrički izomorfni, a to simbolično pri-
kazujemo oznakom ≅ .
Napomena 5.5.2. Za sve 1 ≤ 푝 < ∞, 푙푝 je separabilan Banachov prostor. Za sve 1 ≤
푝 < ∞ i za sve 1 < 푞 ≤ ∞ takve da je 1
푝
+ 1
푞
= 1 (kaže se da su ovakvi 푝 i 푞 konjugirani
eksponenti) prostor (푙푝)′ je izometrički izomorfan prostoru 푙푞.
Motivirani prethodnim, slično vrijedi i za prostore operatora
퐾(퐻)′ ≅ 퐵1(퐻),
퐵1(퐻)′ ≅ 퐵(퐻).
(5.34)
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Propozicija 5.5.3. Neka su 퐴,퐵 ∈ 퐵(퐻) i neka je 퐾 ∈ 퐵1(퐻). Tada je
||퐴퐾퐵||1 ≤ ||퐴|| ||퐾||1||퐵||. (5.35)
Štoviše, 퐵1(퐻) je obostrani ideal u 퐵(퐻).
Dokaz. Jasno da je 퐴퐾퐵 kompaktan. No vrijedi i
푠푛 ≤ ||퐴||푡푛||퐵||, (5.36)
gdje 푠푛 predstavljaju singularne vrijednosti operatora 퐴퐾퐵, a 푡푛 predstavljaju singularnevrijednosti operatora 퐾 , ∀푛. Stoga vrijedi sljedeće∑
푛
푠푛 ≤ ||퐴||(∑
푛
푡푛
)||퐵|| = ||퐴|| ||퐾||1||퐵|| <∞. (5.37)
Budući da je퐵1(퐻) potprostor prostora퐵(퐻) s poznatim činjenicama, implikacijom imamo
da je퐵1(퐻) obostrani ideal u퐵(퐻). Da bi vidjeli da je퐵1(퐻) samoadjungirana podalgebra
moramo primijetiti da je 푡푛 = 푡∗푛 za svaki 푛, pri čemu su 푡∗푛 singularne vrijednosti operatora
퐾∗. To povlači da je ||퐾∗||1 = ||퐾||1 i da je 퐵1(퐻) samoadjungirana podalgebra.
Lema 5.5.4. Neka je 퐴 ∈ 퐵(퐻) i definirajmo preslikavanje 휑퐴 ∶ 퐵1(퐻)→ 퐶 sa
휑퐴(퐵) = 푇 푟(퐴퐵). (5.38)
Tada je 휑퐴 linearan i vrijedi ||휑퐴|| = ||퐴||.
Dokaz. Za početak primjetimo da je 휑퐴 dobro definiran ukoliko je 퐴퐵 ∈ 퐵1(퐻), pri čemuje 퐴 ∈ 퐵(퐻) i 퐵 ∈ 퐵1(퐻), to slijedi iz prethodne propozicije. Trag 푇 푟 je linearan funkci-
onal pa je i 휑퐴 linearan funkcional. Budući da je ||푇 푟|| ≤ 1, dobivamo da je|휑퐴(퐵)| = |푇 푟(퐴퐵)| ≤ ||퐴퐵||1 ≤ ||퐴||||퐵||1, ∀퐵 ∈ 퐵1(퐻) (5.39)
zadnja nejednakost također slijedi iz prethodne propozicije. Stoga je
||휑퐴|| ≤ ||퐵||. (5.40)
Pokažimo da vrijedi ||휑퐴|| = ||퐴||. Neka je 휖 > 0, ako je 퐴 = 0 trivijalno vrijedi 휑0 = 0.Pretpostavimo da je ||퐴|| > 0 i 휖 < ||퐴||. Izaberimo 푢 ∈ 퐻 takav da je ||푢|| ≤ 1 i da
vrijedi ||퐴푢|| > ||퐴|| − 휖 > 0.
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Promotrimo 푢′ = 퐴푢||퐴푢|| , pri čemu vrijedi da je ||푢′|| = 1.Sada definirajmo operator 퐹 ∈ 퐵(퐻) sa
퐹 = 푢 ⊗ 푢′. (5.41)
Za operator 퐹 je jasno da je on ograničen, odnosno
||퐹 || = ||퐹 (푢′)|| = ||푢|| ≤ 1,
te je konačnog ranga, pri čemu mu je rang jednak 1. Stoga je 퐹 ∈ 퐵1(퐻). Nadalje, iz leme
5.3.6 proizlazi sljedeće
|휑퐴(퐹 )| = |푇 푟(퐴퐹 )| = |푇 푟(퐴푢 ⊗ 푢′)|
= |⟨퐴푢, 푢′⟩| = |||⟨퐴푢, 퐴푢||퐴푢||⟩|||
= ||퐴푢|| > ||퐴|| − 휖
Budući da je ||퐹 || ≤ 1 imamo da je ||휑퐴|| ≥ ||퐴|| − 휖, a jer to vrijedi za svaki 휖 slijedi daje ||휑퐴|| = ||퐴||. (5.42)
Za kraj, redom pokažimo linearnost preslikavanja 휑퐴 i 휑.
휑퐴(훼퐵 + 퐶) = 푡푟(퐴(훼퐵 + 퐶))
= 푡푟(훼퐴퐵 + 퐴퐶)
= 훼푡푟(퐴퐵) + 푡푟(퐴퐶)
= 훼휑퐴(퐵) + 휑퐴(퐶).
휑훼퐴+퐵(퐶) = 푡푟((훼퐴 + 퐵)퐶)
= 푡푟(훼퐴퐶 + 퐵퐶)
= 훼푡푟(퐴퐶) + 푡푟(퐵퐶)
= 훼휑퐴(퐶) + 휑퐵(퐶).
Lema 5.5.5. Neka je 휑 ∈ 퐵1(퐻)′ . Tada postoji 퐴 ∈ 퐵(퐻) takav da je
휑 = 휑퐴
푖||퐴|| = ||휑||. (5.43)
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Teorem 5.5.6. 퐵(퐻) je dualni prostor prostora 퐵1(퐻).
Dokaz. Znamo da je preslikavanje Φ ∶ 퐵(퐻)→ 퐵1(퐻)′ definirano s
Φ(퐴) = 휑퐴
surjektivna izometrija (lema 5.3.6 i lema 5.5.4). Nadalje, linearnost traga je poznata,
휑휆퐴+퐵(퐶) = 푇 푟((휆퐴 + 퐵)(퐶))
= 휆푇 푟(퐴퐶) + 푇 푟(퐵퐶)
= (휆휑퐴 + 휑퐵)(퐶)
pri čemu je za svaki 퐶 ∈ 퐵1(퐻), 휆 ∈ 퐶, 퐴,퐵 ∈ 퐵(퐻). Slijedi da je Φ izometrički
izomorfizam.
Teorem 5.5.7. 퐵1(퐻) je dualni prostor prostora 퐾(퐻).
Dokaz. Za svaki 퐴 ∈ 퐵1(퐻) definirajmo preslikavanje 휑퐴 ∈ 퐾(퐻)′ sa
휑퐴(퐵) = 푇 푟(퐴퐵). (5.44)
Budući da je |휑퐴(퐵)| ≤ ||퐴퐵||1 ≤ ||퐴||1||퐵||, operator 휑퐴 je ograničen s ||퐴||1, odnosno
휑퐴 je neprekidan. Operator A je nuklearni operator, dakle postoje ortonormirani nizovi
(푒푛)푛 i (푓푛)푛 takvi da je ||퐴||1 =∑
푛
⟨퐴푒푛, 푓푛⟩. (5.45)
Za svaki 푚 ∈ ℕ definirajmo niz operatora
퐹푚 =
푚∑
푛=1
푒푛 ⊗ 푓푛. (5.46)
Operator 퐹푚 je konačnog ranga norme 1. Međutim, vrijedi i
||휑퐴|| ≤ |휑퐴(퐹푚)| = ||| 푚∑
푛=1
푇 푟
(
퐴
(
푒푛 ⊗ 푓푛
))|||
= ||| 푚∑
푛=1
⟨퐴푒푛, 푓푛⟩|||,
(5.47)
gdje nejednakost u prethodnom izrazu slijedi iz leme 5.3.6. Ako pustimo da 푚→ ∞ tada
푚∑
푛=1
⟨퐴푒푛, 푓푛⟩→ ||퐴||1, (5.48)
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dakle ||휑퐴|| = ||퐴||1. (5.49)
Nadalje, definirajmo preslikavanje Φ ∶ 퐵1(퐻)→ 퐾(퐻)′ sa
Φ(퐴) = 휑퐴. (5.50)
Jer je 푇 푟 linearan
휑휆퐴1+퐴2 = 휆휑퐴1 + 휑퐴2
pa je Φ linearan, štoviše Φ je izometrija. Dakle, jedino što preostaje za finalizaciju dokaza
je pokazati da je preslikavanje Φ surjektivno. Neka je 휓 ∈ 퐾(퐻)′ . Vrijedi|휓(퐵)| ≤ ||휓|| ||퐵|| ≤ ||퐵||1, ∀퐵 ∈ 퐵1(퐻). (5.51)
Odakle slijedi휓 ∈ 퐵1(퐻)′ . Budući da je퐵(퐻) dualni prostor prostora퐵1(퐻), ∃퐴 ∈ 퐵(퐻)
takav da je
휓(퐵) = 휑퐴(퐵), ∀퐵 ∈ 퐵1(퐻). (5.52)
Štoviše, vrijedi i |휑퐴(퐵)| ≤ ||휓|| ||퐵||, ∀퐵 ∈ 퐵1(퐻). (5.53)
Sada želimo pokazati da je operator 퐴 ∈ 퐵1(퐻) primjenom teorema 5.3.4. Neka su (푒푛)푛 i
(푓푛)푛 proizvoljni ortonormirani skupovi. Za svaki 푛 ∈ ℕ biramo 훼푛 ∈ [0, 휋⟩ takav da je|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| = (푐표푠(휑훼푛) + 푖푠푖푛(휑훼푛))⟨퐴푒푛, 푓푛⟩ = 푒푖훼푛⟨퐴푒푛, 푓푛⟩. (5.54)
Sada, za svaki 푚 ∈ ℕ definirajmo operatore
퐹푚 =
푚∑
푛=1
푒푖훼푛⟨퐴푒푛, 푒푛⟩ ∈ ℕ. (5.55)
퐹푚 je operator konačnog ranga norme 1 i vrijedi
푚∑
푛=1
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| = | 푚∑
푛=1
푒푖훼푛⟨퐴푒푛, 푓푛⟩|
= |휑퐴(퐹푚)| ≤ ||휓||. (5.56)
Ako pustimo da 푚→ ∞ tada ∑
푛
|⟨퐴푒푛, 푓푛⟩| ≤ ||휓|| (5.57)
za svaki par ortonormiranih nizova (푒푛)푛 i (푓푛)푛. Dakle iz teorema 5.3.4 slijedi da je 퐴 ∈
퐵1(퐻). Jer je 퐴 nuklearan operator, vrijedi da je 휓 = 휑퐴 na 퐵1(퐻). Prostor 퐵1(퐻)posjeduje operatore konačnog ranga, a oni su gusti u prostoru kompaktnih operatora퐾(퐻),
vrijedi da je 휓 = Φ(퐴) na 퐾(퐻). Odakle slijedi surjektivnost preslikavanja Φ.
POGLAVLJE 5. NUKLEARNI OPERATORI 53
5.6 Red nuklearnog operatora
Do sada smo nuklearne operatore definirali samo za Hilbertove prostore. Proširimo ukratko
činjenice na Banachove prostore.
Definicija 5.6.1. Neka su 퐴 i 퐵 Banachovi prostori, i neka je 퐴′ dualni prostor prostora
퐴, odnosno neka je 퐴′ prostor neprekidnih (ograničenih) linearnih funkcionala na 퐴 sa
pripadnom normom. Tada operator
퐿 ∶ 퐴→ 퐵 (5.58)
nazivamo nuklearnim operatorom reda q ukoliko postoji niz vektora (푎푛)푛 ∈ 퐵 pri čemu
je ||푎푛|| ≤ 1, niz funkcionala (푓푛)푛 ∈ 퐴′ pri čemu je ||푓푛|| ≤ 1 i niz (푏푛)푛 ∈ ℂ pri čemu je∑
푛 |푏푛|푞 <∞ takvih da navedeni operator možemo zapisati u obliku
퐿 =
∑
푛
푏푛푓푛(⋅)푎푛, (5.59)
sa sumom koja konvergira u operatorskoj normi.
Napomena 5.6.2. Nuklearni operatori reda 2 nazivaju se Hilbert-Schmidtovi operatori.
Napomena 5.6.3. Generalno, operator sa lokalno konveksnog topološkog vektorskog pros-
tora A u Banachov prostor B naziva se nuklearan ako zadovoljava prethodno zapisane
uvjete uz neprekidnost svakog funkcionala 푓푛, odnosno, za koji vrijedi ||푓푛|| ≤ 1.
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Sažetak
Cilj ovog rada bio je upoznati se s Hilbert-Schmidtovim operatorima te operatorima s tra-
gom koje nerijetko nazivamo i nuklearnim operatorima. Hilbert-Schmidtovi operatori i
operatori s tragom su pod klase kompaktnih operatora i imaju veliku ulogu u raznim po-
dručjima, na primjer u kvantnoj fizici, gdje ih štoviše vrlo često možemo susresti.
Uvodno smo naveli osnovne definicije linearne algebre, normiranih prostora i operatora
na normiranim prostorima, pri čemu smo naglasak stavili na trag operatora, trenutno na
konačnodimenzionalnom prostoru. U sljedećem poglavlju smo ukratko ponovili definicije
Banachove algebre koju shvaćamo kao analogon Banachovog prostora. U trećem poglav-
lju smo promatrali kompaktne operatore. S viškom pozornosti, izrekli smo nužne i bitne
definicije, jer ipak kompaktni operatori predstavljaju pravi nadskup Hilbert-Schmidtovih
operatora i operatora s tragom. Posebnu smo pažnju dali kompaktnim operatorima na Hil-
bertovim prostorima. Sljedeće poglavlje koje je bilo na redu su Hilbert-Schmidtovi ope-
ratori, dakle uz operatore s tragom, glavna tema ovoga rada. Dali smo osnovnu definiciju
Hilbert-Schmidtovih operatora i pokazali da navedena definicija ne ovisi o bazi prostora
na kojemu se definiraju. Zatim smo potvrdili da je svaki Hilbert-Schmidtov operator kom-
paktan. Definirali smo i prostor Hilbert-Schmidtovih operatora te izrekli najbitnija svojstva
koja ti operatori podsjeduju. U zadnjem poglavlju smo pričali o operatorima s tragom, to
jest o nuklearnim operatorima. Definirali smo operator s tragom, pri čemu smo pokazali
da ne možemo direktno generalizirati trag konačnodimenzionalnog prostora na beskonač-
nodimenzionalni prostor. Također smo definirali i prostor operatora s tragom, nakon kojeg
smo, analogno Hilbert-Schmidtovim operatorima, iznijeli najbitnija svojstva koja operatori
s konačnim tragom posjeduju. Zatim smo analizirali dualne prostore, a za sami kraj smo
naveli neka poopćenja nuklearnih operatora.
Summary
The main purpose of this paper was to explain Hilbert-Schmidt operators and trace-class
operators which are often called nuclear operators. Hilbert-Schmidt operators and trace-
class operators are subclass of compact operators and they can have many applications in
different science areas, for example in quantum physics where they are quite common.
In the introductory part we had basic definitions of linear algebra, normed spaces and ope-
rators on normed spaces where the focus was on trace-class operators, currently in the finite
dimensional space. In the next chapter we have repeated the definitions of Banach algebra
which is analogue of Banach space. In third chapter we observed compact operators. With
extra regard, the necessary and essential definitions were made, since compact operators are
the true superset of Hilbert-Schmidt operators and trace-class operators. Special attention
was given to compact operators on Hilbert’s space. The next chapter that was observed are
Hilbert-Schmidt operators, which were the main topic beside trace-class operators of this
thesis. The basic definition of Hilbert-Schmidt operators was given and showed that defi-
nition does not depend on the base of the space in which they are defined. Next we showed
that every Hilbert-Schmidt operator is compact. We also defined space of Hilbert-Schmidt
operators and said the most important properties of those operators. In the final chapter we
talked about trace-class operators or nuclear operators. We defined trace-class operators
and showed that they can not be directly generalized by the trace of the finite dimensional
space to the infinite dimensional space. Furthermore, space of trace operators were defi-
ned where we, analogue to Hilbert-Schmidt operators, said the most important properties
of those operators. In the end we analyzed dual vector space’s, and talked about general
nuclear operators.
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